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INTRODUCTION. 

II n'existe jusqu'ici aucune tbeorie complete des aimants. Malgr^ la 
simplicite relative des ph^nom^nes presentes par le fer doux» on ne 
saurait esperer d'expliquer ceux-ci ^ part, at Tetude des aimants 
d'acier est encore trop peu avancee pour fournir les dements d'une 
theorie physique satisfaisante. 

J'ai pense que» dans cette situation, il ne serait pas sans interet d'^ 
tudier experimentalement et de tr^s-pres quelques-uns des pbenom^nes 
les plus simples que presentent les aimants d'acier, tels que ceux qui 
accompagnent leur production » leur reunion ou leur separation. Ge 
travail est un premier essai dans cette voie. Les questions qui en font 
Tobjett fort peu etudiees jusqu'ici, ofiriraient pourtant des verifications 
numeriques nombreuses k toute thSorie exacte du magnetisme» et cela 
sufBrait pour attacher un interSt serieux aux rechercbes du genre de 
celles que nous avons entreprises. 

La plupart des Etudes dont Taimantation par les courants a ete Tobjet 
se rapportent au fer doux. Lenz et Jacobi (*), Joule (^)» MuUer ('), 

(') Lenz et Jacobi ^ Annates tie Poggendorff^ t. XLVII; iSSq. 
(') Joule, Philosophical Magazine [4], t. II; iSSg. 
(') MiJLLER, Annates de Poggendorff, t. LXXIX et LXXXU; i85o-i85i. 
AimaUt de Vicole NormdU, a* S^rie. Tome IV. 2 
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Wiedemann (*) surtout, et plus r^cemment de Quintus-Icilius('), 
Stoletow (*) et Rowland (*) se sont preoccupes de determiner les mo- 
ments magnetiques, soit temporaires, soit permanents, qu'un courant 
d'intensite donnee developpe dans un barreau place dans I'axe d'une 
spirale anim^e par le courant. Plusieurs d'entre ces physiciens traitent 
aussi subsidiairement la meme question pour Tacier. Quant aux pheno- 
menes accessoires qui accompagnent Taimantation , ils sont si nom- 
breux et si varies qu'ils constituent une mine vraiment inepuisable, et 
k laquelle, malgre de nombreux travaux, on a encore a peine touche. 
Nous nous bornerons k citer les M^moires qui ont le plus de rapport 
avec Tobjet de ce travail. 

Quetelet (*) a etudie I'aimantation produite dans un barreau d'acier 
par la friction d'un aimant. II a ^tabli que Taimantation croit vers une 
certaine limite avec le nombre des frictions, d'apres des lois precises 
sur lesquelles nous reviendrons par la suite. Herrmann (•) et Scholz ('), 
sous la direction de Frankenheim (^), ont constate une augmentation 
analogue quand on approche un barreau d'acier du pole libre ou con- 
vert de papier d'un ^lectro-aimant, ou quand on introduit a plusieurs 
reprises un barreau d'acier dans une spirale traversee par un courant. 

Coulomb (') et plus tard Lamont (^^), dans leurs nombreuses etudes 
sur toutes les parties du magnetisme, ont enrichi la science d'observa- 
tions sur I'influence de la trempe sur le moment de saturation de 
Tacier, et sur les phenomenes qui accompagnent la reunion ou la se- 
paration des lames aimantees superposees. Yillari (^*), et longtemps 



(•) WiEDBMANN, Annates de Poggendorff, t. C, CVl et CXVII; 1857-1862. 

(') Db Quintus IciLius, Ibid., t. CXXI; 1864. 

(•) Stoletow, Phiiosophical Magazine ;}^nyieT 1873. 

(*) Rowland, Ibid.; aoiit 1878. 

(*) QcBTELBT, Jnnales de Chimie et de Physique^ a* s^rie, t. UO. 

(*) Hb&rmann, De naturali magnetismo in Chafybem inducendo quanta momenta sit 
tempos. Yrdiiisl. J i865. 

(•) Scholz, Quanti sit momenti tempos in magnetismo inducendo, certa quadamfloidi 
gahanici intensitate adhibita, Vratisl., ]863. 

(•) Frankbnhbim, Annates de Poggendorff, t. CXXIU. 

( " ) Coulomb, Mimoires de I * Academic, passim. 

('•) Lamont, Magnetismos. 

(") VlLLARi, Annates de Poggendorff; 1873. 
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auparavant Abria (*), ont fait quelques experiences sur la duree tres- 
courte du phenomfene de raimantation. 

L'aimantation lemporaire de Tacier, observee pour la premiere fois 
par MusscheDbroek et OEpinus, a ete Tobjet de travaux inleressants de 
Poggendorff (* ) et de Wiedemann (*). 

Mais Tetude la plus complete que nous poss^dions sur les aimants 
d'acier se trouve dans les recents travaux de M. Jamin (*). Ces re- 
cherches, qu'il ne nous appartient pas d*apprecier ici, ouvrent aux 
physiciens une voie en quelque sorte toute nouvelle, et dans laquelle 
nous serious beureux d'avoir fait un pas. 



CHAPITRE I. 

MtTHODBS DE MBSURE. 



La determination du moment magnetique d'un aimant s'opere le 
plus souvent a I'aide de Tune des deux metbodes indiqu^es ct appli- 
quees par Coulomb : la m^thode de la torsion et celle des oscillations. 
La premiere metbode s'applique surtout aux barreaux; la seconde 
s'etend aux petites aiguilles, mais perd beaucoup de sa precision 
quand les aimants sont de dimension tres-faible. 

Divers physiciens, entre autres Wiedemann ('), ont calcule le mo- 
ment magnetique d'une aiguille aimantee, a Taide de la deviation qu'elle 
produit sur une aiguille aimantee tres-courie, munie d'un miroir, et 
mobile autour d'un axe vertical. Ce precede est particulierement com- 
mode quand il s'agit de comparer les moments magnetiques d'une 
meme aiguille diversement aimantee, pourvu que les moments magne- 
tiques a comparer ne soient pas trop faibles. 

(' ) Abria ) Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie^ t. I. 

(^) PoGGENDORFF, AnnaUs de Poggendorff, t. XLV. 

(') Wiedemann, Galvanismus, t. II. 

(*)M. Jamin, Comptes rendus de I' Academic des Sciences, 1873- 1874. 

(^) Wiedemann, Galvanismus. 
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Dans ce cas, Taiguille A^ dont on veut determiner le moment magn^- 
tique, se place 2i poste fixe dans une rainure horizontale dont la direc- 
tion est sensiblement perpendiculaire au m^ridien magnetique. La 
distance du centre de Taiguille A au centre de I'aiguille B deviee doit 
etre assez grande par rapport k la longueur de A pour eviter qu'un 
faible deplacement des poles de A, r^sultat d'une aimantation plus ou 
moins considerable, n'altfere notablement les resultats. On pent choisir 
arbitrairement Tazimut de la ligne des centres de A et de B, et, pourvu 
que I'aiguille A rcQoiye la m^me position dans toutes les experiences, 
les deviations observees seront proportionnelles au moment qu'elle 
possede. Si I'aiguille est reguliere, ainsi que nous le supposons, on pent 
la retourner bout pour bout dans sa rainure et prendre la moyenne 
des deviations. 

J'ai employe tres-frequemment ce precede de mesure dans I'etude 
de Taimantation paries courants; mais le plus souvent, comme dans 
retude de la rupture, j'ai eu ^ mesurer le rapport des moments magne- 
tiques d'aiguilles de tr^s-petite dimension, de longueur et de diambtre 
diflerents. J'ai fait usage alors d'une disposition particuliere, que je 
vais decrire en detail. 

Principe de la methode. — Concevons un support rigide mobile autour 
d'un axe vertical. Fixons sur ce support : i^ une aiguille horizontale 
dont le moment magnetique M est connu; 2^ Taiguille dont on veut 




determiner le moment magnetique x. Les deux aiguilles sont placees 
I'une au-dessus de I'autre, de telle faQon que leurs axes soient rectan- 
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gulaires, et ^ one distance suffisante pour que leur action reciproque 
n'altere pas la distribution du magnetisme dans cbacune d'elles. 

Le syst^me ainsi forme prend, sous Tinfluence du magnetisme ter^ 
restre, une position d'equilibre determin^e» et telle que I'axe magne- 
tique de Taiguille M {fig. i) fasse, avec le plan du meridien magn^- 
tique NSt un angle a determine par I'equation 

(i) x = Mtanga. 

Si le moment x est assez petit par rapport a M, Tangle a pourra Stre 
determine par la m^thode optique de Poggendorff (^). A cet effet, le 
support des aiguilles porte un petit miroir argent^ vertical, dans lequel 
on observe, k Taide d'une lunette, Timage d'une regie divisee horizon- 
tale, plac^e au-dessous et trfes-prfes de I'objectif, et perpendiculaire \ 
I'axe optique de la lunette. 

On est libre de faire le moment M de I'aiguille directriee aussi faible 
qu'on voudra. II en r^sulle qu'on pourra, par ceproced^, mesurer le 
moment magnetique d'aiguilles tres-petites, comparables par leurs 
dimensions k des grains de limaille. J'ai pu effectuer des mesures 
relatives a des aiguilles de 2 millimetres de longueur et de 0°^, 2 de 
diametre. 

# 

Quand on veut se borner a comparer entre eux les moments magne- 
tiques x^ x' de plusieurs petites aiguilles, il n'est pas necessaire de 
connaitre le moment M de I'aiguille directriee; on a en effet, en desi- 
gnant par a, a' les deviations qu'elles produisent, 

ar' _ tanga' 
X "~ tang a 

et, ^ cause de la petitesse des angles a et a', 

£^ __ tango' __ a[ _ tangag' __ n[ 
^^' X "" tang a a "~ tangaa "^ n ' 

Oil n et v! sont les deux lectures faites sur la rfegle, dont le z6ro est 
suppose dans le plan du meridien magnetique. 



(') PoGGBNDORFP, Methode der Spiegelablesung (Ann, Pogg., t. VU, 1826); employ^ 
par Gauss (Gdm'/i^ae Gelehrte Anz.^ i833, n*" 2o5 ^ 207 ), ^ qui I'on en attribue le plus sou- 
vent rinvention. 
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AppareiL — Le support des aiguilles est un simple batonnet mince 
et leger en cire a cacheter dure et peu fusible. L'aiguille directrice AB 
{/ig. 2) est collee au-dessous du batonnet, et un tube de verre tres- 
etroit T traverse le batonnet vers sa partie superieure, de telle sorte que 
son axesoit horizontal et perpendiculaire ^ Taxe de Taiguille directrice. 
Le syst^me est suspendu par une pince ou par un crochet de cuivre a un 
seul ill de cocon, etenferme dans une boite en bois, noircie a I'inte- 
rieur, et ferm^e en avant par une glace plane. Le iil de cocon passe 
par un trou pratiqu^ k la face sup^rieure de la boite, et est saisi par 
une pince en laiton. Enfin un disque en cuivre rouge est place au- 
dessous et tr^s-prbs de Taiguille directrice, dont il amortit les oscil- 
lations. 

Fig. 2. 




Yoici les dimensions de Tun des appareils que j*ai employes : 

Mguille AB j Longueur, o»,o6; 

^ I Diamfetre, o»",2. 

Miroir M Diametre, o",oo8. 

TubeT j Longueur. o".o.; 

I Diametre, o"»'", 5. 

Bdionnet Prisme carr6 de o",oo4 de c6l6 ci o",o5 de longueur. 
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La construction n'offre aucune difiiculte. La condition qu'on doit 
surtout chercher ^ realiser, c'est de rendre Taxe du tube T sensible- 
ment perpendiculaire k Taxe de Taiguille AB. Pour cela on emploie 
un cercle de papier divise en degres; on pose au centre du cercle le 
batonnet, sous lequel on a deja coile Taiguille AB, et Ton fait coincider 
Taxe de Taiguille avec la ligne o-i8o^. On pose ensuite sur la face 
superieure du batonnet le tube T, dans Tinterieur duquel on a mis 
un fil d'acier long et roide, et Ton dirige I'axe du tube de faQon que 
Fceily place sur le prOlongement du batonnet, voie le fil d'acier sc pro- 
jeter sur la ligne go^-270^. II sufiit alors d'approcher une allumette 
enflammee de la base du tube pour fondre legerement la cire et la 
fixer. On adapte enfin un autre morceau de cire qui se termine par la 
pince c. 

Quant au miroir, on le rend perpendiculaire k AB, en cbercbant k 
placer Tiniage de AB sur le prolongement de sa direction. 

Installation. — L'installation de la lunette et de la r^gle se fait a la 
maniere ordinaire (*); la distance du miroir a la regie a ete choisie 
egale a 4 metres dans la plupart des experiences, et k 7 metres dans 
quelques-unes. 

Pour le r^glage de Tappareil on ajoute, suivant le besoin, quelques 
gouttes de cire en avant ou en arriere de AB, de maniere k amener 
I'image de la regie dans le champ. La regie est suspendue par un sys- 
teme de cordons et de contre-poids, de maniere k pouvoir etre elevee 
ou abaiss^e k volonte par un simple mouvement de la main, et sans que 
Tceil ait besoin de quitter I'oculaire de la lunette. U devient ainsi tres- 
facile, apres quelques tatonnements, d*amener le miroir M k etre rigou- 
reusement vertical, et par suite le barreau AB, perpendiculaire au mi- 
roir, est lui-meme horizontal. 

L'axe optique de la lunette sera normal au miroir quand Timage de 
I'objectif occupera le centre du champ. Quant aux autres conditions 
relatives k la regie, il sutBt qu'elles soient remplies approximativement, 
et nous verroDs par la suite comment on y parvient. 



(') Foir les ^critsde Gauss et de Weber, ou bien Verdet, Conferences de physique faites 
a rjicoie NormtUe, 
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II est k remarquer que, quand on introduit une aiguille dans Taxe du 
tube T, on deplace en general d'une tr^s-petite quantity le centre de 
gravite du systeme suspendu ; mais il est facile de voir que ce depla- 
cement est sans influence sur les lectures. On peut en effet produire le 
deplacement correspondant du systeme suspendu par la combinaison 
de deux rotations : Tune autour d'un axe perpendiculaire au miroir, 
sans influence sur le ph6nomene de la reflexion; la seconde autour 
d*un axe horizontal parallele au miroir, qui a pour efi*et d'elever ou 
d*abaisser la normale au miroir dans un plan vertical, c'est-a-dire 
d'^lever ou d'abaisser I'image de la r^gle. Get effect perturbateur est 
d'ailleurs amene a son minimum par la disposition qui consiste a dis- 
poser le miroir parallelement a Taxe du tube dans lequel on place les 
aiguilles. La rotation autour de Taxe de suspension, produite par I'in- 
troduction d'une aiguille aimant^e, est due uniquement a Taction ter- 
restre, ainsi que nous Tavons suppose ci-dessus. 

Corrections et mode d' observation. — L'axe du tube T n'est jamais 
bien horizontal; mais, (][uand on se borne k des mesures relatives (nous 
verrons comment on y ramfene les mesures absolues), il suflit qu'il ait 
toujours la memo inclinaison. II faut pour cela que le poids des aiguilles 
qu'on introduit dans le tube T soit tr^s-faible par rapport au poids total 
de I'appareil. 

Nous avons suppose que les plans verticaux qui contiennent Taxe 
du tube et I'axe de Taiguille directrice sont rectangulaires. En general 

ces deux plans font entre eux un angle /3; la formule exacte qui 

remplacerait la formule (i) dans cette hypothese serait 

. . -- sina 

^ ' cos(a4-P) 

ou, aux quantites pr^s du second ordre par rapport a |3, 

(3) ar = Mtanga(i-f-ptanga). 

Si Ton retourne I'aiguille bout pour bout dans le tube. Tangle des deux 
plans consideres devient - + ^, et Ton a de meme, en designant par a' 
la nouvelle deviation, 

(4) « = Mtanga'(i — ptanga'), 
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d'ou, ajoutant membre Ik membre (3) et (4) et remarquant que 
tanga — tanga' est extrSmement petite on a, aux quantites prfes du 
deuxifeme ordre, 

(5) ;. = M^«f^--ti?MfL'. 

11 suffira done de prendre la moyenne des deux observalions pour cor- 
riger Teffet resultant de rimperfection de Tappareil (*). 

Nous supposons encore, dans ce qui precede, que le meridien ma- 
gnetique est invariable, ce qui n'est pas rigoureusement vrai; d'ailleurs 
notre appareil realise une veritable boussole des variations, et par con- 
sequent Terreur qui r^sulte des variations de la declinaison est une 
quantite appreciable dans les conditions ou nous sommes places. 

Sauf le cas de variations brusques et irr6guli^res, on Sliminera sen- 
siblement cette cause d'erreur en faisant une troisi^me mesure, apres 
avoir ramene Taiguille dans sa premiere position en la retournant bout 
pour bout. Si les observations ont ^te faites k intervalles a pen prbs 
egaux» on pourra prendre la moyenne des mesures i et 3, et la moyenne 
de celle-ci et de la mesure 2 ne sera pas sensiblement affectee par la 
variation de la declinaison. Dans tons les cas, I'^galite des nombres i 
et 3 sera une garantie de Texactitude de la mesure. 

Pour observer, on ^teint d'abord ^ la main les oscillations de Tap- 
pareil, afin d'abreger la dur^e de Texperience. D'ailleurs, des que 
les oscillations ont une amplitude suffisamment petite, on observe 
les divisions n, et n, de la regie correspondant au commencement et 
a la fin d'une oscillation, et la division n, correspondant a la fin 

/ii 4- /i» 
h n, 

de Toscillation suivante. La moyenne N = est observee k 

plusieurs reprises, et la position d'equilibre se trouve ainsi determinee 
avec une grande exactitude. 
Le nombre N doit encore subir une correction quand la deviation est 



(*) Les deux lectures n et n' correspondant aux deviations a et <t' doivent difTdror fort 
peu I'une de Tautre, si la rdglo est exactement perpcndiculaire h Taxo optique de la lunoKc. 
On r^alisera done cette derni^re condition en faisant pivoter la regie aulour de son centre, 
etdans un plan horizontal, jusqu*a cequo les deux lectures neln' obtcnues avec unemdine 
aiguille directe et renvers^e difiT^^rent le moins possible Tune de I'autre. 

Annates de I'icole Normale, a* S^rie. Tome IV. 3 
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U0 peu coMiddrable, de telle sorte qu'on ne puisse pas coDfondre Tare 
^V€G sa tangente. Pour op^rer la r^duetion, os emploie une Table don- 
nant les valeurs de tanga quand tang :2 a est coDnu (*)• Connaissant 
approximativement la distauee de la regie au miroir, on dresse aise- 
ment un tableau donnant les valeurs reduites N| pour un grand nombre 
de valeurs de N. Pour les valeurs interm^diaires on prend des parties 
proportionnelles. 

Les masses de fer, reparties k poste fixe dans le laboratoire oil Ton 
opere, sont sans influence sur les mesures, pourvu qu*elles ne soient 
pas trop rapproch^es de I'appareil : elles ne font que modifier Tazimut 
d^^equilibre que nous prenons pour notre meridien magn^tique. 

En somme, un intervalle d'une dizaine de minutes suffit pour effec- 
tuer une bonne experiences et le resultat de plusieurs mesures succes- 
sives d'une memo aiguille fournit en general des nombres egaux k j^ 
pr^s de leur valeur. Du reste Toperation devient si simple et si com- 
mode, quand on en a pris I'habitude, qu'on prefere employer cettc me- 
thode, meme dans les cas oil la methode des oscillations fournirait de 
bons r^sultats. 

Comparaison de plusieurs appareils^ et mesures absolues. — On a sou- 
vent k comparer plusieurs appareils. On y parvient en effectuant fa 
mesure du moment d'une meme aiguille k Taide des deux appareils 
qu*on veut comparer. Une autre aiguille convenablement choisie, plus 
forte par exemple, permettra de comparer le deuxieme appareil a un 
troisi^me, et ainsi de suite. 

On peut d'ailleurs transformer toutes les mesures relatives en me- 
sures absolues : il suffit de determiner, par la melhode des oscilIalions» 
le moment magnetique d'une aiguille, et de le mesurer ensuite k Faide 
de Tun des appareils compares. 

(') Fbirwue tabic deco geare dans Wiediuunn, Galoanismus, t. D, p. 207 (a* Edition). 
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CHAPITRE IL 

SUR L'AlKANTiLTION PAR LBS COURANTS. 



Article L -^ Sur les es^troMOouranis. 

Uoe bobine de (ils conducteurs jouit de proprietes magnStiques tant 
qu'elle est traversee par un courant. Pendant la periode d'^tablisse- 
ment du courant^ la production de cet aimant absorbe une certaine 
quantite de travail, en outre de celui qui serait necessaire pour etablir 
le courant dans une resistance lineaire Sgale. Cette absorption de tra- 
vail est manifestee en dehors de la bobine par Textra-courant inverse. 

Quand on interrompt le courant, la destruction de la propriete ma- 
gn^tique de la bobine restitue le travail absorbe par sa production. De 
Ik Textra- courant direct, ^gal en quantite a Textra- courant inverse. 
L'experience enseignant que le premier est plus court en dur^e que le 
second, nous pouvons affirmer que la propriety magn^tique de la bo* 
bine se perd plus vite qu'elle ne se produit. 

Quand une bobine de fils conducteurs est munie d'un noyau de fer 
doux, les extra-courants conservent leur caractere, mais augmentent 
beaucoup en intensity. Cet accroissement mesure le travail absorbe par 
Taimantation ou restitue par la d^saimantation du fer doux. L'inegalit^ 
de dur^e des extra-courants nous autorise k affirmer que la d^saiman- 
tation du fer doux est plus rapide que Taimantation {*). 

L'analogie a amene les physiciens k considerer la bobine, qui donne 
naissance aux extra-courants, comme le si^ge de forces ^lectromotrices 
temporaires, de meme sens que le courant principal, ou de sens con- 
traire; mais cette analogie n'autorise pas a identifier en tons points 



(*) ViLLARi ( Annates de Poggendorff, 1873) a d^termin6 directement le temps que le 
flint, substance diamagn^tique, met k acqu^rirou^perdreson pouvoir rotatoire magn^tique, 
corr^latif de son aimantation. II a trouvd que la dolman tation est plus rapide que Paiman- 
tation, et assignc k celle-ci une dur^o de o',ooa4 [yoit Journal de Physique, t. n, p. i^i), 
Cc travail est la seule determination exp^rimen tale que je connaisse, relativementi ladurde 
de Taimantation. 

3. 
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I'interieur d'une bobine k celui d'un element de pile, et par suite k 
considerer les extra-courants comme ayant les memes effets au sein de 
la bobine et dans le reste du circuit. Nous verrons par la suite que 
les extra-courants sont sans effet magn^tique au sein de la bobine dont 
ils emanent. 

Un condensateur G [fig. 3) placd dans un circuit voltaique sur une 
derivation est, comme une bobine, le si^ge de forces ^lectromotrices 
temporaires, lors de Touverture ou de la fermeture du circuit. Nous 
n'examinerons que les deux cas suivants : 

i^ Le condensateur C est plac^ sur une derivation sans resistance, 
sur laquelle on pratique les interruptions. Les points de bifurcation A 
et B sont au memo potentiel quand le courant passe, puisque la deri- 
vation est sans resistance, et par suite le condensateur n'est point 
charge. Quand le courant est interrompu, la difference du potentiel 
en A et B devient egale k la force ^lectromotrice de la pile P. Ainsi le 

Fig. 3. 




condensateur se decharge pendant la periode d'etablissement du cou- 
rant et se charge lors de Tinlerruption, d'oii resultent dans le circuit 
principal BNPA un extra-courant inverse et un extra-courant direct. 

n^ Le condensateur C est plac6 sur une derivation de resistance 
assez grande pour que celle du reste du circuit, y compris la pile, soit 
n^gligeable. L'interruption est pratiqu^e en N en dehors de la deriva- 
tion. Dans ce cas , les points de bifurcation sont au memo potentiel 
quand le courant est interrompu; mais, quand il passe, la difference 
de leurs potentiels est sensiblement ^gale k la force eiectromotrice. Les 
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extra-courants se produisent dans la derivation et avec le signe qui 
leur convient (inverses k la fermeture, directs k Touverture du circuit). 
Nous devons ajouler qu'au point de vue oil nous nous pla^ons une 
bobine tres-faible equivaut a un conducteur de capacite enorme. 

Article II. — Sur V aimantation de Vacier. 

Une aiguille d'acier recemment tremp^e est transportee de rinfini 
au sein d'une spirale animee par un courant, puis extraite de la spirale 
et transportee a I'infini dans le sens oppose. L'aiguille d*acier est atti- 
r^e dans la spirale, et, pendant Tintroduction, le travail absorbe par 
I'aimantation de I'acier s'ajoute au travail des forces attractives deve- 
loppees entre la spirale et I'aiguille. Ces deux effets de meme sens pro- 
duisent dans le fil, exterieurement a la bobine, un courant induit de 
sens contraire au courant principal. Quand on retire I'aiguille de la 
bobine, le travail restitue par la perte de I'aimantation temporaire 
s'ajoute au travail n^gatif des attractions, d'ou courant induit direct 
exterieurement ^ la bobine (*). 

Les considerations developpees dans TArticle precedent pour les 
extra-courants s'appliquent aussi aux courants induits. II est probable 
que ces courants sont sans effet magnetique dans la bobine dont its 
emanent. Dans tons les cas, si Ton introduit ou si Ton extrait I'aiguille 
tres-lentement, I'intensite des courants induits est tres-faible, et nous 
sommes autorises, tout au moins dans ce cas, a negliger leur effet 
magnetique au sein de la bobine. On est done fonde ^ admettre que 
Taimantation emportee par une aiguille, qu'on passe une fois a la spi- 
rale, est due ^ la seule action du courant principal. 

I. Le circuit ne comprend qu'une pile a courant constant, et la bo- 
bine dans laquelle on aimante. 

i^ Si I'aiguille est inlroduite et extraite lentement, et qu'on mesure 



(*) Ce courant direct est 6gal en quantity au courant inverse; d'od cette proposition : Le 
travail absorb^ par la production de Taimantation permanente est ^gal k Texc^dant du tra- 
vail des forces attractives, pendant I'extraction de Taimant hors de la spirale, sur le travail 
des m^mes forces pendant Tintroduction. L'aimantation permanente a done une origine m^- 
canique et n'emprunte rien au courant. 
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le moment magnetique permanent qu'elle a emporte, on reeonnait que 
la repetition du passage accroit ce moment r^siduel. II tend^ par des 
passages repetes, vers une limite A, et le moment magnetique y au 
bout de X passages est assez bien repr^sente par la formule empirique 



(I) 



A ^ 



oil A — B represente le moment magnetique residuel aprbs le premier 
passage. On jugera du degre d'exactilude de la formule par les exem- 
ples suivants : 

Tableau I. — Aiguille de 2 millimetres de diamdtre, aimantie 

par un iUment Grove. 



NOMBRB 


MOMENT MAGN^QUB 




des passages 


-■ 


DIFFi^BBNCB. 


k la spiralc. 


observe. 


calculi. 




I 


5i,46 


5i,46 


0,00 


2 


54,55 


54,62 


- 0,07 


3 


55,43 


55,68 


— o,i5 


4 


56, 10 


56, 20 


— 0,10 


5 


55,95 


56, 5i 


— 0,56 


10 


56,48 


57, i5 


- 0,67 


20 


57,68 


57,47 


-+- 0,21 


3o 


57,92 


57,57 


H- 0,35 


5o 


57,75 


57,68 


-f- 0,07 




A = 57,78, B = 6,32. 





ETUDES SUR LE WAGNETISME. 



!l3 



TA.BLEAU II. — Aiguille de 1*^,3 de diamdtre, aimanUe 

par un iUment Bunsen. 



NOMBRE 


MOMENT MAGN^TIQUE 


1 


del passages 






DIFF^EENGE. 


a la spirale. 


observe. 


calcule. 


1 


1 


37, 5o 


37, 5o 


0,00 


2 


39,37 


39, 5i 


— o,i4 


3 


39,99 


40,18 


- 0,19 


4 


40,47 


40, 5a 


— o,o5 


8 


41,09 


41,01 


f 0,08 


16 


41, 5a 


4 1,^7 


-f- 0,25 


: 


A = 4»»5a, B= 4,0a. 





Le corieax accroissement dont il est ici question a et^ deja observe 
par Herrmann et Scholz (*). Ces physiciens confondent k tort, dans 
letirs reefaerches, TefTet d^ane spirale magnetisante et celui d'un aimant 
en fer I ebeval, contre les p&les duquel ils appliquent Taiguille k ai- 
Hoanter. Dans le premier cas, en effet, raiguille, si eUe est assez mince, 
pent etre consider^e comme placee dans un champ magnetique d'in- 
tensite constante, ce qui n'a certainement pas lieu dans le second 
cas; et, comme il est impossible de placer Taiguille rigoureusement dc 
la meme maniere dans un grand nombre d'experiences successives, la 
loi de I'accroissement se trouve masqu^e par un phenom^ne d'espece 
difierente. Aussi les auteurs n'ont-ils pu trouver de formule empirique 
propre ^ representor les resultats de leurs experiences; mais, si Ton se 
borae aux nombres obtenus au moyen de la spirale magnetisante, on 
verra, par le tableau suivant, qu'ils concordent aussi bien que possible 
arec notre formule empirique (') : 



(' ) UiaiMANN et S€H0LZ, hco citaio, 

(') Les auieurs n'indiqueat pas quelle est la limite des errenrs d'exp^rience dans leor 
proe^ de mesure; mais il est certain qu'elles sent supdrieures aox plus graadesdiflSdrences 
de Ia colonne des observations et de celle da calcul. 

A Texception des trois experiences contenues dans ce ld)le«i, les auteors se bornenf k 
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NOMBRB 


PRBMI^BB 


AIGUILLE 


DBDXiikMB 


AIGUILLB 


TBOISIBMB 


AIGUILLE 


des 


■ 




- 




- 




passages 


obsenrd. 


calcule*. 


obsenrd. 


calcuU. 


obsenr^. 


calculd. 


I 


8,39 


8,39 


7,07 


7,07 


8,88 


8,88 


2 


9,34 


9,34 


8,17 


8,17 


9,76 


9,76 


3 


9,66 


9,66 


8,84 


8,54 


10,08 


9,99 


4 


9,71 


9,8a 


8,73 


8,72 


10,43 


10,24 


5 


9,90 


9,91 


9, '5 


8,83 


10,27 


10,29 


6 


• • • • 


• • • • 


• • • * 


• • • • 


10, 3i 


10, 3i 


QO 


10, i5 


10,29 


9,32 


9,517 


ii,o3 


10,64 



L'accroissement du moment magnetique par la repetition des pas- 
sages est ind^pendant de la duree de Timmersion, ainsi qu'Herrmann 
et Scbolz Tavaient reconnu; il est essentiellement lie k I'intermittence 
de Taction du courant. II faut done admettre, puisque les courants in- 
duits sont eux-memes sans effet sensible ^ que I'equilibre magnetique 
qui succede k Taction des courants modifie la distribution du magne- 
tisme dans un sens tel, qu'une deuxieme application de la meme force, 
agissant dans les memos conditions, pent ajouter au magnetisme total 
et r^siduel (*). 

dl^ Trois autres procedes peuvent etre employes pour aimanter unc 
aiguille d'acier dans une bobine : 



robservation des moments magn^tiques correspondant aux passages^!, 2 ot<x>. L'applica- 
Uon de la formule empirique fournit le troisi^me nombre au moyen des deux premiers avec 
une approximation suffisante, chaque fois que Taimantation a dt4 obtenue par la spirale. 
Dans le cas contraire, le troisi^me nombre calculd est tr^-notablement infdrieur au nombre 
observe. 

Les auteurs trouvent que le degrd de trempe, la longueur des aiguilles et la dur^e des im- 
mersions sont sans influence sur les rdsultats. 

( * ) On doit rapprocher le fait que nous signalons du fait connu que Taimantation perma- 
nente, produite par un courant A, devient plus considerable quapd Taiguille a ^t^ soumise, 
aprds son almantation, k Taction d'un courant B plus faible et de sens contraire. Si Ton fait 
tendre B vers o, le ph^nomene persiste encore, et cola n'a rien de surprenant puisqu*une 
dtoimantation par tielle ( correspondant k la perte du magnetisme temporaire) est la conse- 
quence de la cessation du courant A. 
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a. On iQiroduit Taiguille, on etablit le courant, et Ton retire I'ai- 
guille leniement (^tablissement). 

b. On introduit leniement Taiguille, le courant passant; on inter- 
rompt le courant, et Ton retire Taiguille (interruption). 

c. On introduit I'aiguille, on Etablit et Ton interrompt le courant; 
on retire Taiguille (decharge disruptive). 

La repetition de chacun de ces proced^s fournit unc augmentation 
du magnetismc de Taiguille, et, p9urvu que toutes les operations eflec- 
tuecs soient de meme cspece et faites dans des conditions identiques, 
les resuhats de Fexperiencc sont bien reprcsentes par une formule hy- 
perbolique telle que la formule (i); la limitc A parait etre ta meme 
pour les passages et les interruptions, mais plus faible pour les etablis- 
sements : 

Tableau IV. — Aiguille de i millimetres de diam^tre, aimanUe 

par un iUment Grove. 



NOMBRE 
(]es 



etablissements. 


observe. 


I 


5o,56 


a 


52, 8i 


3 


53, 5o 


4 


53,83 


5 


54, a5 


G 


54,18 


lO 


5i,75 



MOMENT MAGN^TIQUE 



calcule. 



5o,56 
52,81 
53,56 
53,93 
54,16 
54, 3i 
54,61 



A " 55,06, B = ^.5o. 



DIFFERENCE. 



0,00 
0,00 

— 0,06 

— 0,10 
-h 0,09 

— o,i3 
-f- 0,14 



Apres le dixiemc passage, des interruptions ayant ete produites par 
megarde, le moment de Taiguille s*est eleve subitement a 55,96 et n'a 
pas depasse cette limite par cinquante ^tablissements. Dix passages a 
la spirale ont alors eleve le moment magnetique ^ 57,56, et vingt nou- 
veaux passages a 57,88. 

Annalet de Vtcole Normale, a* S^rie. Tome IV. 4 
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Tableau V. — Aiguille de a millimHres de diamdlre, aimantie 

par un il^ment Grove. 



NOMBRE 

des 

interruptions. 


MOMBNT MAOrrtoQUB 


DIFFERENCE. 


observe. 


calculi. 


1 
a 

32 


53, i5 
55,93 
58,73 


53, i5 
55,93 
58,55 


0,00 

0,00 

H- 0,18 



Trente passages k la spirale n'ont pas eleve notablement Ic moment 
magnetique de cette aiguille ( * ). 

Les r^suUats obtenus par les decharges disruptives sont moins regu- 
liers que les precedents, quoique la formule empirique les represente 
encore. Les irregularit^s tiennent sans doute a la difFicuIte d*operer ces 
decharges dans des conditions parfailement identiques. 

Les experiences qui precedent etablissent dejk que les extra-cou rants 
sont sans action magnetique au sein de la bobine qui les produit. S'il en 
elait autrement, I'interruption serait un precede d'aimantation plus 
eflicace que le passage a la spirale. Or on n'a jamais observe d'augmen- 
tationdu moment magnetique, quand on asoumisa des interruptions re- 
petees du circuit les aiguilles aimantees par un grand nombre de passages. 

II. Le circuit comprend, outre la pile, deux bobincs P et Q. 

Les phenomfenes observes pour les passages lents sont les memes que 
dans le cas d'une seule bobine; mais Teffet des extra-cou rants com- 
plique les phenomenes de Tinterruption. Supposons la bobine P beau- 
coup plus puissante que Q. Si les deux bobines sont placees Tune a la 
suite de Tautre, deux aiguilles /? et q aimantees chacune dans la bobine 
correspondante, a la limite relative aux passages, acquieren tun moment 



(') Les deiuL experiences qui precedent ont ^t^ faites imm^iatement apr^celles du ta- 
bleau I, avec des aiguilles presque identiques, et au sein de la m^me spirale. 

Les ^tablissements et les interruptions s'effectuent au moyen d'une coupelle k mercure 
dans laquelle plongent les extr^mit^ des fils conducteurs. 
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magD^tique plus considerable par les interruptions; mais Taugmenta- 
tion relative est beaucoup plus forte dans la bobine la plus faible. 
Exemple : 

Tableau VI. — Aiguilles de 142 millimetres de long et de 2 millimetres 

de diamdtre. 



• 

AIGUILLE p. 


AIGUILLE q. 


Premier passage 17, 5i 

Deuxi^me passage 18, ai 

Vingtidme passage 18,70 

21 interruptions 18,91 


Premier passage 3, 22 

Deuxi^me uassaee 3 .63 


Vingti^me passage i,i5 

ai interruptions 5, 61 



L'aimantation limite correspondant aux passage?, d*apres les deux 
premieres observations de chaque colonne, serait, d*apres notre for- 
mule empirique» 18,61 pour Taiguille /i et 4>o4 pour Taiguille q. 
L'augmenlatioo du moment magnetique produite par les interruptions 
est, pour I'aiguille /?, 0,21 en valeur absolue, et environ ^ en valeur 
relative; pour I'aiguille q, 1,46 et ^. 

Ainsi, conformement aux observations presentees plus haut, Textra- 
courant provenant de P est sensible dans Q, celui de Q dans P; mais 
Teffet magnetique de chacun de ces extra-courants est nul dans la 
bobine d'oii il emane. 

Si les bobines P et Q sont placees en derivation Tune par rapport a 
Tautre, Textra-courant direct de chaque bobine traverse I'autre en sens 
contraire du courant de la pile. Dans ce cas, I'experience montre que 
les interruptions provoquent une diminution du moment magnetique, 
et les etablissements une augmentation, ainsi qu'on pouvait le prevoir 
d'apres ce qui precede. 

III. Le circuit comprend une bobine et un condensateur. 

Ce cas est realist dans la bobine de Ruhmkorff de la manifere sui- 
vante : le condensateur C est etabli sur une derivation sans resistance, 
sur laquelle on pratique les interruptions {Jig. 4). On pent aussi placer 
la bobine B sur la derivation, et produire Tinterruption en un point du 

4. 
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circuit principal {fig. 5). Dans chacune de ces dispositions ie conden- 
sateur forme avec la bobine un circuit ferme lors de {'interruption, soit 
directement, soit par I'intermediaire de la pile. II n'en serait pas de 
meme si Tinterruption etait pratiquee sur Ie circuit principal avec la 
disposition de la fig. 4 ou sur la derivation dans Ie cas de la fig. 5. 



Fig. /|. 



Fig. :>. 





Ces deux dernieres dispositions sont vaines, ainsi que I'a montre I'ex- 
perience; mais, si Ton emploie Tune des premieres, on observe que 
['interruption du circuit produit une diminution du moment magne- 
tique des aiguilles aimanlees par des passages. 

L'effet observe ne pent etre attribue aux extra-courants du conden- 
sateur, car ceux-ci agissent en sens contraire du resultat obtenu; Ie 
condensateur employ^ (*) ^^ comporte, au point de vue de la produc- 
tion des extra-courants, comme une bobine de puissance n^gligeable. 

Mais on doit remarquer que I'intensit^ de I'extra-courant de la bo- 
bine est superieure a celle du courant principal. L'extra-courant direct 
charge fortement Ie condensateur qui, par suite, doit se d^charger aprfes 
que Textra-courant acesse. La bobine re^oit iiinsi par reflexion l'extra- 
courant qu'elle produit, et celui-ci la traverse en sens contraire du 
courant principal. L'eflet reflexe, pour un condensateur donne, est 
d'autant plus puissant que la bobine employee est elle-meme plus forte, 
et I'experience montre qu'avec une bobine tres-faible I'effet de I'inter- 
ruption disparait. 



( ') Celui d'une bobine de Auhmkorff dont la distance explosive est de 3 centimetres. 
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TV. Aimaniation par Us couranis induits. — On n'a etudie que le cas 
suivant : 

Quand le circuit comprend deux bobines^ Tintroduction lenie d*un 
noyau de fer doux dans I une d*elles ou son extraction est sans eflet sur 
le magnitisme d'une aiguille placde dans Tautre bobine. 

Mais si Ton introduit lentement le noyau de fer doux et qu*on le 
retire brusquement, le courant induit direct augmente le moment ma- 
gnetique de Taiguille plac^e dans la seconde bobine. La repetition de 
la meme operation fait tendre le moment de Faiguille vers une limite 
dont il se rapprochc trbs-rapidement. La formule 



(^) 



r=A^B(i-e-«), 



oil A, B et a sont des constantes, parait Irfes-bien convenir a la repre- 
sentation du moment magnetique y apres x passages. Le tableau sui 
vant permettra d'apprecier le degre d'exactitude de la formule : 



Tableau VIL 



?IOMBaE 

1 




MOMENT MAGNETIQUE 




DIPF^REKGE. 


dcs couraiits 










induits directs. 
O 




observe. 


calcule. 






71,55 


71,55 




0,00 


I 




75 , 3o 


75,55 




- 0,25 


2 




78,55 


78,53 




-t- o,o3 


: 3 




80, 5o 


79»ao 




-t- 0,70 


4 




80,80 


80, o3 




-r 0,77 


8 




81, o5 


1 80,92 




■V' 0,1 3 


' i5 


1 
= 71 


81, o5 


81, o3 

1 




» 0,02 


1 

A = 


,55, B=9,i 


k>, logtf-* = 


7,7626391. 



Les differences entre le calcul et Tobservation sont un peu plus con- 
siderables dans ce tableau que dans les precedents; mais ii faut tenir 
compte de la ditFiculte de retirer le fer doux avec la main d'une manifere 
toujours identique, pour produire des courants induits de meme in- 
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tensite. Eu egard a cette consideration, Taccord est satisfaisant. Au 
contraire, les formules hyperboliques ne se pretent pas du tout a repre- 
senter les experiences de ce genre : elles correspondent a un accroisse- 
ment bien plus lent, sensible encore apres vingt operations de la meme 
espece, tandis qu'ici I'accroissement cesse d'etre appreciable apres sept 
ou huit operations. 
Quetelet represenle par une formule de la forme 

(3) r = B(i-e-") 

le moment magnetique acquis par un barreau d'acier, aimante par une, 
deux,..., X frictions. Cette formule represente aussi, comme on vient 
de le voir, Taccroissement du moment magnetique d'une aiguille op^re 
par des courants induits egaux. Elle ne convient pas pour Taccroisse- 
ment produit par les intermitteaces d'un meme courant continu, agis- 
sant sur une aiguille vierge de toute aimantation anterieure. Une theo- 
rie complete du magnetisme devrait rendre comple de cette difference. 

Pour eviter les intermittences du courant principal dans Texperience 
qui precede, on a du placer I'aiguille a poste fixe dans sa spirale, et 
mesurer son moment magnetique total a Taide de la methode des de- 
viations. Les variations observees se rapportent au magnetisme perma- 
nent, qui pent seul etre altere par le passage des courants induits. 

On a reconnu que les courants induits, produits par Tarrachement du 
contact d'un electro-aimant place dans le circuit, produisenl des effets 
absolument analogues. 

V. Effets des piles dont le courant rCestpas constant. — Si le courant 
de la pile employee n'est pas rigoureusement constant, Teffet de la po- 
larisation des electrodes modifie profondement les phenomenes. Les 
resultats qui suivent ont etc obtenus avec une pile au bicbromate de 
potasse montee depuis plusieurs jours. 

Si le circuit ne comprend, en dehors de la pile, qu'une seule bobine, 
dans laquelle on introduit une aiguille aimantee par un grand nombre 
de passages, Tetablissement du courant accroit le moment magnetique 
d*une quantitc plus ou moins considerable, souvent enorme : le cou- 
rant possede done, au moment de sa fermeture, une intensite beau- 
coup plus grande que celle qu'il conserve un instant apres. Quand la 
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resistance de la spirale augmentei la polarisalion est moins forte, et 
par suite I'effet propre de retablissement tend a disparaitre. 

Quant aux interruptions, elles n'onl pas d'effet bien marque sur les 
aiguilles, tout au moins tant que la resistance de la bobine n'est pas 
tres-forte; mais dans ce dernier cas, si Ton introduit dans la bobine 
une aiguille fortement aimantee, avec son pole austral a gaucbe du 
courant principal, on obtienl toujours, par I'interruption, une diminu- 
tion du moment magnetique de I'aiguille. Je pense que cet effet bizarre 
doit etre explique ainsi : I'extra-courant direct de la bobine, sans effet 
magnetique dans son intcrieur, augmenle momentanement la polarisa- 
tion de la pile, d'oii courant de depolarisation tres-sensible a la suite de 
rinterruption; ce courant desaimante partiellement les aiguilles. On 
aurait done afTaire ici a un effet reflexe, analogue a celui du condensa- 
teur de la bobine de Rubmkorff, quoique incomparablement plus faible. 

Si le circuit contient deux bobines P et Q, Tune tres-fortc, Tautre 
tres-faible, I'extra-courant direct de P et Taction reflexe de la pile se 
succedent dans Q et produisent un effet tres-singulier. L'interruption 
du circuit augmente beaucoup le moment magnetique d'une aiguille 
aimantee dans Q par un grand nombre de passages; mais la meme ope- 
ration diminue le moment magnetique d*une aiguille fortement aiman- 
tee, placee dans Q avec son pole austral a gauche du courant princi- 
pal. Cet effet est beaucoup plus prononce quand P contient un noyau 
de fer doux. Exemple : 

Moment. 

Aiguille aimantee dans Q par des passages i ^ i6 

Interruptions 1 1 , lo 

Aiguille fortement aimantee 36,28 

Interruptions 35,4© 

Ainsi un meme courant instantane complexe aimante les aiguilles 
non aimantees, et desaimante partiellement les aiguilles fortement 
aimantees. On reproduit aisement le meme fait par ralternalive d'un 
courant continu direct et d'un courant inverse plus faible. 

On voit que, dans certains cas, les aiguilles d'acier aimantees et non 
aimantees permettent de faire Tanalyse d*un courant instantane com- 
plexe, et d'y reconnaitre un changement de signe. 
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CHAPITRE III. 

SUR LA RUPTURE DBS AIGUILLES AIKANTfiBS. 



On sail depuis biea longtemps que, quand on brise un aimant, les 
fragments obtenus jouissent des proprietes magnetiques; mais je ne 
crois pas qu'on se soil preoecupe jusqu*ici de determiner les lois pre- 
cises qui president a la formation des aimants de rupture. 

Dans Tacte de la rupture d'un aimant, nous distinguerons le fait de 
la separation des parties [avec ses consequences, telles qu*elles s'offri- 
raient dans Ic cas de la simple disjonction des memes parties juxta- 
posees (*), non soudecs dans I'aimant primitif] du fait mecanique de 
la rupture. Je me suis propose, en premier lieu, de determiner si ce 
fait mecanique modifie en quelque maniere Tetat magnetique des frag- 
ments. Voici les experiences que j*ai faites a ce sujet. 

Article I. — Effet propre de la rupture. 

On obtient une aiguille aimantee reguliere en faisant passer une 
aiguille d'acier recemment trempee a travers une spirale animee par 
un courant. 

Si Ton vient a rompre cette aiguille par le milieu, apres son aiman- 
tation, deux cas peuvent se presenter : 

I® Si Taiguille est trempee assez dur pour se rompre entre les doigts 
comme du verre, les deux moities sont des aimants de meme moment 
magnetique, comme on devait s*y attendre par raison de symetrie. 

2® Si Taiguille est trempee doux, de fa(;on a se flechir plusieurs fois 
en sens contraire avant de rompre, les deux moities possedent des 
moments magnetiques inegaux, d'une maniere en apparence arbitraire. 

II faut d*abord se rendre compte de cette difference. 



(') Quand on r^unit deux morceaux d'acier par deux faces planes ^gales, les parties en 
regard sont en rdalit^ s^par^es par une lame d*air dont T^paisseur est tr^s-grande par rap- 
port k la distance de deux moldculcs magnetiques. 11 s*agit ici de la juxtaposition parfaito, 
telle qu'elle a lieu entre les diverses parties d'un solide coherent. 
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Pour cela, je prends une aiguille faiblement trempie et r^guliere; 
je la saisis par le milieu entre deux lames de plomb» de manifere que 
rune des moities demeure immobile pendant la rupture, tandis que 
Tautre moitie, saisie k la main, est soumise a des flexions de sens con- 
traire jusqu'k ce que la rupture ait lieu. On constate que la moitie de 
Taiguille soumise aux flexions possede un moment magnetique inf6- 
rieur k celui de la moiti6 pinc6e, et d'autant plus que la rupture a ^t^ 
plus p6nible. 

Si Ton saisit une aiguille faiblement tremp^e de part et d'autre, et 
tr^s-prfes de son milieu, k Taide de deux pinces, de maniere k n'int6 
resser aux flexions qui pr6c6dent la rupture qu'une tranche trfes-mince 
de part et d'autre du plan de separation, les deux moities de Taiguille 
pr^sentent des moments magnetiques ir^s-voisins de T^galite. Ainsi la 
difference constat^e plus haul est due aux flexions qui pr^cfedent la 
rupture des aiguilles tremp^es doux. On sait d'ailleurs depuis long- 
temps que les actions m^caniques de ce genre, quand elles suwent Tai- 
mantation, diminuent le moment magnetique des aiguilles qui y sent 
soumises. 

Dans le cas oil les aiguilles se rompent comme du verre, Tacte m^ca- 
nique de la rupture n'interesse de part et d'autre du plan de separation 
qu'une couche de molecules infiniment mince; on doit pr^sumer que 
Teffet d'une action m^canique de ce genre est un infiniment petit. J'ai 
constate que le moment magn#tique d'un fragment ne depend, dans le 
cas de la trempe dure, ni du nombre ni du mode des ruptures par les- 
quelles il a ete detache de Taiguille m^re, ce qui serait bien dii^ 
ficile k expliquer si Tacte de la rupture avail une influence propre 
appreciable. En un mot, dans aucune de mes experiences je n'ai eu 
Toccasion de constater un affaiblissement du moment magnetique qui 
put etre attribue a cette influence. D'ailleurs des preuves plus con- 
cluantes encore se presenteront dans le couranl de ce Chapitre. 

On s'est astreint, pour toutes les experiences qui suivent, k n*em- 
ployer que des aiguilles de trempe dure el a pen prfes invariable. Elles 
ont ete obtenues en chauffant dans la flamme du gaz, alimeniee d'air 
par un soufflet, un fil d*acier rectiligne plus long que Taiguille k 
obtenir. On le plongeait au rouge vif dans une terrine remplie d'eau, 
puis on detachait les extremites du fil de maniere k ne conserver que la 

Annaiei de VteoU NormaU, a* SMe. Tome IV. 5 
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portion moyenne, dont la trempe est tr^s-r^guiifere. Les aiguilles obte- 
nuesayaient au plus i5o millimMres de longueur. 

Article II. — Rupture (f aiguilles cylindriques saturees, 
opirde perpendicuUUrement a Vaxe. 

Dans son Essai sur V application de V Analyse mathdmatique aux 
theories de Vdlectricitd et du magnetisme, Green (*) a deduit de Thypo- 
thfese de la force coercitive la formule suivante, qui donne Ic moment 
magnetique y d'une aiguille de longueur x aimantee a saturation : 



(I) r = A(^ 



Dans celte formule A est une constante dependant seulement de la 

nature de I'aeier, et |3 une quantite de la forme -j B ^tant une deuxieme 

constante. Le diametre des aiguilles est represente par a. 

Cette formule est conforme aux r^sultats des experiences de Cou- 
lomb ('). Je me suis propose de la verifier pour le cas particulier d'ai- 
guilles de trfes-faible diametre et de tres-petite longueur. 

I® Aiguilles de mime diamStre. — Les aiguilles que Ton compare 
doivent recevoir une trempe identique. La rupture d'une aiguille cylin- 
drique saturee, bien reguliere, fournit des aiguilles saturees dans cette 
condition. Elles sont saturees : car I'aiguille primitive possede en cha- 
cun de ses points un magnetisme superieur a celui qui correspond k la 
saturation du fragment auquel elle appartient apres la rupture. La 
rupture elle-meme n'a d*autreeffet» d'aprfes ce qui pr6cbde» que celui 




(') Gebbn, Essai sur V application de V Analyse mathSmatique aux theories de Velectri- 
citS et du magnStisme, Notthingham, 1828. Beer d6montre (Beer, Elektrostatik) que la for- 
mule de Green s'applique k une aiguille plac6e dans une spirale magn^tisante, pourvu que 
la dimension des spires soil large par rapport au diametre de raiguillo. Dans ce cas, A 
est proportionnel k la force magn6tisante /. 

( *) Coulomb, Determination des forces qui ramenent diffirentes aiguilles aimant^es a 
letir mMdien magnetique (M^moires de VInstitut, t. UI). 
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qui rteulterait de la separation des parties exactement jattapos^es. 
Enfin la trempe est aussi identique que possible ; on verra mSme que 
la mise en oeuvre des r^sultats elimine TefTet des petites differences de 
trempe locales qu'on ne peut ^viter entierement. 

L'aiguille mbre est aimantee k saturation » par 4 elements Bunsen 
au moinS) dans une spirale de ^5 centimetres de longueur, tr^s-regu- 
li^re, et form^e de trois couches de fil superpos^es. Pour faire une 
experience, on mesure la longueur et le moment magn^tique de Tai^ 
guille entifere. On enlfeve ensuite les deux bouts par une rupture pra- 
tiqu^e de part et d'autre k 3 1 ou 4 centimetres des extr^mites, et 
Ton reserve les fragments extremes. On mesure ensuite la longueur du 
fragment moyen et son moment magn^tique, et par des ruptures suc- 
cessives, accompagnees chaque fois des deux mesures, on ram^ne ce 
fragment k une longueur de i k 2 millimetres. On termine en mesurant 
la longueur et le moment magnetique des bouts entiers, et successi- 
vement reduits k des longueurs plus faibles. 

II est rare que Ton puisse accomplir toutes les mesures avec un 
memo appareil; alors on en emploie deux : I'un moins sensible pour 
les grandes longueurs; Tautre plus sensible pour les plus faibles. Le 
rapport des deux appareils est determine avec le plus grand soin, par 
un certain nombre de mesures communes. 

Afin de s'affranchir de toutes les irr^gularites accidentelles, on re- 
presente les resultats de Texperience par une courbe, en prenant pour 
abscisses les longueurs a?' des aiguilles/et pour ordonnees les moments 
magnetiques correspondants. Cette courbe est tracee avec un soin 
extreme au moyen des mesures faites sur les fragments moyens de i'ai- 
guille mbre. Si cette aiguille est saturee, les points figuratifs des frag- 
ments extremes et de I'aiguille entiere doivent se placer d'eux-memes 
sur la courbe. L'experience sera rejetee si cette condition n'est pas 
satisfaite. 

L'experience montre que divers fragments d'une meme aiguille 
rompue avant I'aimantation, aimantes separement a saturation, se 
placent d'eux-memes sur la courbe tracee au moyen de la rupture du 
plus long d'entreeux, par example. Cette experience importaute etablit 
que Teffet propre de la rupture est bien reellement nul dans le cas oil 
nous sommes places. 

5. 



36 BOUTT. 



L'6quation (i ) repr^sente une courbe tangente k Taxe des x k Tori- 
giae et asymptote k la droite 

(2) ^ = Aa»(a;-^|. 

Les courbes representatives de rexp6rience pr^sentent les memes ca* 
ractbres g^n^raux. Pour op6rer la comparaison, on determine avec le 
plus grand soin Tasymptote de la courbe exp^rimentale. Par le fait, a 
partir d'une longueur de lo k 4o centimetres suivant le diamMre, les 
points figuratifs des aiguilles tombent rigoureusement en ligne droite 
kdesquantil^s pres plus petites que la limite des erreurs d'experience : 
I'asymptote est done parfaitement determinee. Soil D son abscisse a 
Torigine, Cson coefBcient angulaire; Tequation peut se mettre sous la 
forme 

(I bis) 




Gette formule nous a servi a calculer le moment magnetique des ai- 
guilles courles; le moment r^el se determine directement sur la courbe 
exp6rimentale. 

Cest ainsi qu'ont 6te form6s les tableaux suivants. La premiere co- 
lonne contient la longueur des aiguilles; la deuxi^me, le moment ma- 
gnetique observe, lvalue en unites arbitraires; la troisifeme le moment 
calcuie par la formule (i bis); les deux dernieres Texc^s absolu et rela- 
tif du moment observe sur le moment calcuie. 

Les experiences ont porte sur des aiguilles de o°",i75, o"°, a8i, 
o™*,368 et o^^tSSi. Nous nous bornerons aux resultats fournis par 
les trois dernibres ; la courbe representative de la premiere est trop voi- 
sine d'une ligne droite, pour toutes les longueurs superieures a 2 mil- 
limetres, pour qu*on puisse tirer des conclusions certainesrelativement 
k la partie courbe qui avoisine Torigine. 
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Tableau L 
rf=:o-»,55i, C=^^, D = 5,25. 

ID 



/ 


obsenr^. 


* 

1 

calculi. 


^ 


3 
M 


^ jmm 


o,5o 


0»206 


-+- 0,294 


o,588 


2 


1,88 


1,575 


-h o,3o5 


0,162 


a 


5,6o 


5,32a 


-+- 0,277 


0,049 


4 


ia,oo 


10,817 


-h i,i83 


0,098 


5 


'iO,00 


19»"3 


-h 0,887 


0,044 


6 


3o,oo 


^9,593 


-h 0,407 


o,oi3 


7 


42,00 


41,864 


■+■ o,i36 


o,oo3 


8 


55, 5o 


55,336 


■+■ 0,224 


0,002 


9 


70,20 


70,224 


— 0,024 


0,000 


10 


85, 60 


85,627 


— 0,027 


0,000 



Tableau II. 



rf = o-»,368, C=5^, D=3,6. 

12,40 



/ 


obtenrd. 


[ 

calculd. 


S 


M 


|mm 


o,3o 


0,187 


-h o,ii3 


0,376 


2 


i,5o 


1,378 


-f- 0,122 


0,081 


3 


3,85 


3,101 


-H 0,749 


0,194 


4 


8,5o 


8,371 


■+- 0,124 


o,oi5 


5 


14,00 


13,698 


-h 0,302 


0,022 


6 


20,00 


19)994 


-4- 0,286 


0,014 


8 


33,85 


33,717 


-h o,i33 


0,004 


10 


48, 5o 


48,336 


-h 0,114 


0,002 
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Tablbau III. 



rf = 0"»»,282, C = 



85 



20,70 



) D = 2,45. 







M 
















s 


/ 




^^^^ 4i 




S 


M 




obsenre. 




calcule. 






Qvam 


1,6 




1,44a 


■+■ 0,157 


0,098 


4 


7,5 




a, 107 


-h 0,393 


o,o5a 


6 


i5,o 




14,7^6 


-h 0,278 


0,018 



Au dela de 10 millimetres pour Taiguille la plus epaisse et de 
6 millimetres pour la plus mince, les points figuratifs se confondent 
presque, theoriquement et pratiquement, avec I'asymptote. 

L'accord du ealcul et de Texperience est tres-remarquable pour les 
aiguilles dont la longueur n'est pas trop petite par rapport k leur dia- 
mbtre. II est a remarquer que c'est pour ce cas seulement que Green a 
6tabli la formule qu'il s'agit de veritier. Pour les aiguilles extreme- 
ment courtes, les nombres observes sont invariablement dans toutes les 
experiences, plus grands que les nombres calculus. Les diflerences ab- 
solues sont, il est vrai, tres-petites, mais superieures k la limite des 
erreurs d'experience, et d'autant plus que le diam^tre des aiguilles 
est plus considerable. Cependant elles ne sont pas assez grandes pour 
permettre de rechercher empiriquement la forme du terme correctif 
qu'il faudrait joindre k la formule pour la rendre completement 
exacte. 



2® Aiguilles de diamilre diffireni. — Pour des aiguilles de diambtre 
different, la formule de Green comporte d'autres verifications. Le coef- 
ficient angulaire C de I'asymptote doit Stre proportionnel au carre du 
diametre des aiguilles, et I'abscisse k Torigine D proportionnelle a 
leur diametre. 

II est facile d'attribuer un sens physique d^fini aux quantites C et D. 
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ConsideroDS deux aiguilles de meme diamfetre, assez longues pour que 
leurs points figuralifs se placent sensiblement sur Tasymptote. Leurs 
moments magnetiquesj eiy sont representes par les ordonnees cor- 
respondantes de Tasymptote, c'est-a-dire que Ton a 

(3) jr = C(.-D), 

^ ^ |y = C(x'-D). 

D'autre part, on sait» d'aprfes Coulomb, que dans les aiguilles longues 
la distance des pdles aux extremites est constante, quelle que soit la 
longueur. Soit P cette distance et fi la quantite de magn^tisme de 
chaque pole (constante aussi), on a 

(A) I ^'=^(^ '"*^)' 

Les syst^mes (3) et (4) sont incompatibles, ^ moins qu'on ait a la 
fois C = fJL, D = aP. Ainsi la demi-abscissc, a Torigine de Tasymptote, 
est egale k la distance du pole de Taiguille a Textremite correspon- 
dante, et le coefficient angulaire de la meme droite egal k la quantite 
de magnetisme de chaque pole. 

Ainsi, danslecas d'aiguilles cylindriques longues, de diamfetre diffe- 
rent, la formule de Green exprime la proportionnalite de la puissance 
des p61es au carr6 du diametre, et la proportionnalite de leur distance 
k Textremite de Taiguille k la premiere puissance du diambtre. 

La comparaison des resultats fournis par Tobservation sur des ai- 
guilles de diametre different presente beaucoup de difficultes prati- 
ques. La multiplicite des comparaisons d'appareil exigees par ces 
experiences, Tinfluence considerable qu'exercent sur les rapports k 
determiner les moindres erreurs commises dans revaluation des petits 
diametres, mais surtout la difficulte de communiquer une trempe 
identique k des aiguilles de diametre different sont des obstacles 
graves, et qu'il n'est pas facile de surmonter entierement. II convient 
cependant de remarquer que la difficulte relative k la trempe est moins 
grande pour des aiguilles trempees tres-dur, telles que nous les avons 
toujours employees, parce que, dans ce cas, le pouvoir coercitif varie 
peu, pour des variations assez larges de la temperature a laquelle on 
effectue la trempe. 



4o BODTT. 

Le tableau suivant se rapporte k la loi des distances poiaires. La pre- 
miere coionnedonne ie diamfetre des aiguilles, la deuxiemeTabscisseD^ 

la troisieme la valeur du rapport j qui devrait etre constant, la qua- 

trieme, enfin, la difierenee des nombres de la troisieme colonne a leur 
moyenne : 

Tableau IV. ' 



d 


D 


D 
d 


^ 


mm 


mm 






0,175 


>,77 


io,ii3 


-f- 0,718 


0,282 


2,45 


8,688 


- 0,707 


o,368 


3,60 


9,783 


-+- o,388 


o,55i 


5,25 


9,528 


-4- o,i33 


i,o36 


9>9o 


9,556 


-f- 0,161 
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Ges nombres v^rifient la loi, eu egard k la multiplicity des causes 
d'erreur signalees. 

La loi relative k la puissance des^p61es se v^rifie tout aussi bien, 
ainsi qu'on le voit dans le tableau V. La troisieme et la quatrifeme co- 
lonne donnent la valeur absolue et relative de la difference des valeurs 

de ^ et de la moyenne correspondante. 

Tableau V, — Puissance des pdles. 
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En r^sum^, Inexperience confirme d*une manifare trfes^remarquable 
les diverses lois contenues dans ia formule de Green , sauf le cas des ai^ 
guilles excessivement courtes. II en resulte que, k Texception de ce 
dernier cas, la distribution du magnetisme libre dans les aiguilles est 
aussi representee par la formule donn^e k cet efTet par Green , et dont 
notre formule (i) est une consequence. La quantite de magnetisme 
libre dans une tranche perpendiculaire a I'axe d'epaisseur dx^ situee a 
une distance x du milieu, est, d'apres cette formule, 

X etant la demi-Iongueur de Taiguille. Cette formule revient a celle de 
Biot, et represente fidelement les r6sultats des experiences de Coulomb. 

Pdles des aiguilles cowries. — Le moment magnetique d'une aiguille 
pent toujours etre considere comme le produit de deux facteurs, dont 
I'un represente la distance des poles, Tautre la quantite de magnetisme 
de chacun d'eux. D*apres la formule de Green, la distance des poles 

est(') 

(6) D= — 2ilZ" 

et Tautre facteur 

Ces facteurs se reduisent respectivement a aX — g et a Aa* pour des 

valeurs trfes-grandes de X. 

D'autre part, Tordonnee y d'une courbe peut toujours etre consi- 
der^e comme le produit du coefficient angulaire de la tangente au 

(*) On d^nit le p6l6 comme la projection du centre de gravity de la oourbe de distri- 
bution 

8ur Taxe magnetique deTaiguille. Cost d'aprte cette definition que Ton a calculi la distance 
D des deux p61e8. 

Jnnales de I'EeoU Narmale. i« S^rie. Tome IV. 6 
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point eoMidire par la differeoce de rabscisae aX, et de Fabsciflae h 
Torigine de la tangente. D'aprfea ces principes, le moment magn^tique 
de raiguille consideree est repreaente par ie produit dea deux fac- 
leura 

(8) ['- \e^^-^P^) ' 



A«^[-(,,.^,.l.)^] 



Ces deux facteurs, comme les precedents, se r^duisent k aX — g et 

Aa' pour des valeurs tr^s-grandes de X : de Ik Temploi que nous avons 
fait precedemment de Tasymptote pour determiner la distance polaire 
des aiguilles longues; mais cet emploi ne pent etre etendu aux tan- 
gentes, comme je I'avais espere d'abord, puisque les expressions (8) 

different des expressions (6 )et (7) par le facteur variable t-h-^i z^- 

La m^thode qui nous a servi a determiner les moments magnetiques 
ne pent done nous eclairer sur la variation independante des deux fac- 
teurs dont ils dependent. 

Article III. — Rupture d' aiguilles non saturdeSf opirie 

perpendiculairement a Vaxe. 

A. Aiguilles riguUeres. — Quand une aiguille est ai mantle r^guli^- 
rement sans etre satur^e, on pent en detacher les extremites sur une 
longueur suffisante, et traitor ensuite le fragment moyen comme celui 
qu'on retire ainsi d'une aiguille saturee. 

On obtient une courbe figurative tangente a Taxe des x k Torigine, 
et presentant une asymptote dont la courbe se rapproche rapidement. 
La demi-abscisse k Torigine de cette asymptote est la distance des poles 
des aiguilles longues (de rupture) k leurs extr^mit^s (*). Cette dis- 
tance est done constante dans les aiguilles de rupture comme dans les 
aiguilles saturees. Au surplus, il y a deux cas a distinguer : 



( ' ) Mdme dtoiODStratioQ que pour les aiguilles saturto. 
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L Dans le cab des aiguilles minces de o^^* 175 & o'^'ySSit la dis- 
tance des pdles aux extremites dans les aiguilles de rupture ne depend 
que du diam^tre, et se trouve la memo que dans les aiguilles saturees. 
Les asymptotes de Louies les courbes correspondant aux aiguilles de 
meme diametre coupenten effet tres-exactement Taxe des x au meme 
point. Ce fait a 6te verifie 

Sur 3 courbes pour les aiguilles de o'"'"y55i 

Sur 2 » » o™'",398 

Sur 3 » » o*»,28a 

Sura » » 0"°*, 175 

De plus, dans le cas que nous considerons, la courbe complete n'est 
qu*une reduction proportionnelle de la courbe des aiguilles saturees. 
Elle est exactement representee dans les memes limites que celles-ci 
par Tequation 

/ «> /» > — fi 

(10) 




oil m est un facteur plus petit que i qui depend du degre d'aimaoia- 
lion de Taiguille mibre* 

Tableau VL 
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— 0,I23 



Le tableau ci-dessus se rapporte k une aiguille de o™'^,55i. La 
deuxi^me colonne contient le moment de saturation des aiguilles tel 

6. 
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qu'il est fourni par la courbe exp^rimentale, et la troisi^me le moment . 
des aiguilles de rupture ; les nombres de la quatrifeme colonne ont it6 
obtenus en multipliant ceux de la seconde par le rapport m des coeffi- 
cients angulaires des deux asymptotes; la cinqui^me colonne donne 
les differences des nombres observes et calcules. 

Au delk de lo millimetres^ les courbes se rapprochent beaucoup de 
leurs asymptotes, et la comparaison qui fait I'objet de ce tableau n'offre 
plus d'interet. 

Observons que les p6les des aiguilles courtes de rupture sont places 
de la memo mani^re que si ces aiguilles ^taient satur^es. 

IL Ces divers r^sultats ne s'appliquent pas aux aiguilles plus grosses, 
de I k 2 millimetres de diamctre par exemple. En premier lieu, les 
asymptotes aux diverses courbes, correspondant aux aiguilles de mSme 
diametre, ne rencontrent pas Taxe des x au memo point exactement, 
mais en des points plus rapprocbes de I'origine k mesure que le degr^ 
d*aimantation de I'aiguille mere est plus faible. D'ailleurs, les courbes 
elles-memes ne sont plus des reductions proportionnelles d'une meme 
courbe; et si Ton prend le rapport du moment magnetique d'une 
aiguille de rupture a Taiguille saturee correspondante, ce rapport se 
rapproche de 1 unite a mesure que la longueur de Taiguille diminue. 
Ainsi les aiguilles retirees du milieu d'une aiguille non saturie^ mais ri- 
guUire etde i a 2 millimetres de diameire, sont d'autant plus voisines de 
la saturation qu^elles sont plus courtes. 

La difference que nous signalons k cet egard entre les aiguilles tr^s* 
minces et les aiguilles plus grosses est int^ressante au point de vue de 
latb^orie du magnetisme. 

II reste k examiner Tetat des fragments extremes dans les aiguilles 
non saturees. Je me suis borne a comparer le moment magnetique de 
ces fragments au moment de fragments egaux empruntes au milieu de 
I'aiguille. J*ai reconnu que le moment des fragments extremes est in- 
ferieur k celui des fragments moyens> et d'autant plus, 

i^ Que I'aiguille primitive est plus courte; 

2^ Que I'aimantation est plus faible; 

3^ Que la longueur absolue des fragments est plus petite. 
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Voici quelques exemples : 



I. 



Longueur i3t millimetres. 

Aiguille m^re. { Diamdtre 2 » 

Moment 1^7)3 

Partag6e d'abord en Irois, puis en six fragments ^gaux. 

Rapport des tiers extremes aux moyens o,8o3 

» des sixi^mes » » 0,646 
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II. 

A . ... . \ Longueur i4i millimetres. 

Aiguille mere. ] ... ®.. 
^ I Diametre a » 

Partag^e en cinq, puis en dix et en vingt fragments ^gaux. 

Rapport des cinquiemes extremes aux moyens 0,751 

n des dixiemes » » 0,544 

» des vingliemes » » o,3ai 

Dans la mSme experience, le rapport des vingtifemes occupant le 
deuxieme rang k partir des bouts aux vingtiemes inoyens a &le trouv^ 
egal k 0,785 • 

m. 

Aiguilles de a millimetres de diamitre. 



Aiguille A. 

Longueur 

Moment magn^tique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



141 
i65,4 



0,789 



Aiguille B. 



Longueur 

Moment magn^tique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



143* 
46;i5 

0,709 



IV. 



Aiguilles de a millimetres de diameire. 



Aiguille A. 

Longueur 

Moment magndtique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



135,75 
0,687 



Aiguille B. 

Longueur lao' 

Moment magn^tique inferieur k,, 5o,oo 
Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



I "■ 



66a 
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B. Aiguilles prdseniant des points consdquents . — Nous venons de voir 
que dans one aiguille reguli^re les fragments retires des extremit^s 
poss^dentun moment magnetique plus faible que ceux qui proviennent 
du centre. 

Les points consequents se comportent comme des p6Ies plus faibles 
que les p6les extremes; les fragments qui les renferment possedentk 
longueur egale un moment magnetique superieur k celui des fragments 
extremes, mais inferieur k celui des fragments tires de rintervalle entre 
deux points consequents. 

En terminant, nous indiquerons un moyen de verifier la parfaite 
regularite d'une aiguille aimant^e. Apres avoir separe les extremites 
sur une longueur suffisante, on rompra le trouQon moyen en fragments 
inegaux de longueur arbitraire. Si Taiguille mere est reguliere, les 
points figuratifs obtenus en prenant pour abscisse la longueur des frag- 
ments, et pour ordonnee leur moment magnetique, se placeront d*eux- 
memes sur une courbe reguliere. Les plus petites irregularites se 
manifesteront alors aux yeux, a la simple inspection de la figure 
obtenue. 

Article IV. — Separation de faisceaux prismatiques, operde paral- 
lilement a Vaxe. — Observations sur le magneUsme temporaire de 
racier. 

La diSiculte d*operer la rupture d'une aiguille suivant un plan paral- 
\h\e k son axe nous a engage k ^tudier le cas plus pratique de la sepa- 
ration des lames superposees qui composent un faisceau. Les resultats 
que fournira cette etude ne s'appliquent k la rupture que d'une mani^re 
approchee, puisque la rupture pent etre consider^e comme le cas 
limite de la separation, lorsque la distance des parties en regard, de 
part et d'autre du plan de separation, decroit indefiniment. 

On forme un faisceau prismatique avec des lames de ressort de 
montre. Ce faisceau trempc et aimante tout d'une piece est ensuite 
separe. 

Si Taiguille m^re est satur^e, on observe que les lames s^parees ne 
le sont point. Ge fait n'a rien de surprenant, car les lames superposees 
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riagissent les unes sur les autres en sens contraire deleur aimantation, 
et par suite le moment magnetique permanent qu'elles peuvent at- 
teindre etant r^unies est plus faible que si eiles etaient s^parees; mais 
ce qui parait etonnant au premier abord, c'est que la somme des mo- 
ments magn^tiques des lames separ6es est notablement superieure au 
moment magnetique du faisceau primitif. 

Ge dernier fait est rendu tr^s-saillant, en faisant inexperience de la 
manifere suivante. Je prends un faisceau de section carr^e, forme par 
la reunion de quatre barreaux carr^s de meme longueur. Ge faisceau 
est tremp6 dur etaimante immediatement; on mesure son moment ma- 
gnetique, enfin on le demonte, et Ton mesure le moment de chaque bar- 
reau isole. On trouve que la somme de ces moments est tres-notable- 
ment superieure au moment magnetique du faisceau. Yient-on a r^unir 
ensemble ces barreaux deux par deux, la somme des moments magne- 
tiques des faisceaux partiels est intermediaire ap moment du faisceau 
total et des barreaux separes. £ntin, si Ton reconstitue le faisceau pri- 
milif, le moment magnetique revient aussi a sa valeur premiere. 

Dans cette experience, le faisceau qui, vierge de toute aimantation 
anterieure, n'a subi qu'une fois Taction de la spirale magnetisante est, 
au moment de la premiere separation, dans une condition absolument 
normalc, et Ton ne voit intervenir aucune force magnetique nouvelle 
k laquelle on puisse attribuer I'augmentation de magnetisme perma- 
nent observee. En separant les barreaux, on supprime, il est vrai, leur 
reaction reciproque, et Ton sait qu'elleagissait dans chacun d'eux en 
sens contraire de Taimantation permanente; mais cette suppression ne 
pent avoir d'autre efTet que de faire disparaitre un certain magnetisme 
temporaire. Ainsi dans un barreau normal \xn certain magnetisme per- 
manent se trouve superpose a un magnetisme temporaire de sens con- 
traire, que I'ablation d'une couche magnetique parallele k I'axe fait 
disparaitre. 

Cette curieuse superposition pent Stre observee dans d'autres circon- 
stances. On sait, par exemple, que si Tonsoumet un barreau d'acierai- 
mante a Taction d'un courant trop faible pour le desaimanter enti^- 
rement, on observe pendant Taction du courant une diminution du 
magnetisme du barreau qui pent aller jusqu'au renversementdes poles, 
tandis qu'apres la cessation du courant on trouve que le barreau est 
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encore aimante dans ie sens primitif. On sait aussi que si Ton pr^sente 
ie pole austral d'un fort barreau au pdle austral d'une aiguille aimant^e, 
la repulsion qui se manifeste k une grande distance pent se transformer 
en attraction » k une distance tr^s-faible, par suite du magnetisme tem- 
poraire d^veloppe par induction. Ce fait avait deja et^ observe au Bihc\e 
dernier par Musschenbroek et QEpinus. 

Les pheuomenes relatifs a I'aimantation temporaire jouent un trbs- 
grand r6le dans toutes les questions qui se rapportent k la rupture des 
aimants. Gonsiderons d'une mani^re generale deux corps A et B soumis 
a Taction d'une meme force inductrice, mais invariablement li^s Tun 
k Tautre. Apres la cessation de la force inductrice, Ie corps A demeure 
soumis k Taction de B, et conserve, en dehors du moment magn^tique 
r^siduel qu'il conserverait apr^s Tablation de B, un moment produit 
par Tinfluence, qui se compose avec Ie premier, et qui n'est permanent 
qu'autant que Ie lieu de A et de B subsiste. On pourrait Tappeler mo- 
ment magnetique subpermanent. Le meme raisonnement s'applique si 
A et B sent deux parties d'un meme corps; et Ton voit que la fixation 
du moment permanent que prend un corps soumis k Taction d'une 
force inductrice est un probl^me eminemment complexe, qui ne peut 
etre resolu d'une manibre g^n^rale que par la connaissance des lois du 
magnetisme temporaire aussi bien que du magnetisme permanent pro- 
prement dit. Nous signalons cette consequence k Tattention des thio- 
riciens. 

Dans Texperience du faisceau rompu parallMement k Taxe, ie ma- 
gnetisme subpermanent est de sens contraireau magnetisme permanent. 
II est au contraire de meme sens dans le cas d'une aiguille rompue par 
un plan perpendiculaire k son axe, et dont on separerait ou reunirait 
les fragments places bout pour bout. Le moment des fragments rap- 
proches jusqu'au contact est sup^rieur a la somme des moments des 
fragments separes, sans toutefois atteindre la valeur du moment de Tai* 
guille entifere avant la rupture. Ge resultat est facile k verifier par Tex- 
perience. 
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CHAPITRE IV. 

SUE Li THfiORIB DBS AIHANTS b'aGIER. 



La theorie physique du magn^tisme n'existe gufere que sous ia forme 
de comparaisons. Comme il ne peut y avoir dans la nature deux series 
de phenomenes absolument paralleles, ces comparaisons n'eveillent 
malheureusement dans Tesprit que des idees incompletes, et qui ne 
satisfont jamais pleinement. La belle theorie des solenoides molecu- 
laires d'Amp^re n'^chappe peut-etre pas absolument a cette observa- 
tion, qui s'applique surtout a la theorie de la force coercitive, ainsi 
qu'a toutes les autres tentatives faites dans le but d'eclairer la theorie 
des aimants d'acier. 

Coulomb a le premier etabli avec quelque rigueur la difference du 
feret de Tacier au point de vue de IVimantation, et introduit la notion 
de force coercitive. II assimile TefiFet de cette force a une sorte de/rot- 
iemeni qui s'oppose a la separation des fluides magnetiques reunis, ou 
k leur reunion quand ils sont separes. Cette comparaison entre deux 
ordres de phenomenes aussi complexes et aussi mal connus que Vai- 
mantation etle/rotlementest necessairement tres-artificielle, etexclut 
un grand nombre de phenomenes fournis par Texperience. II semblerait 
en effet que I'assomption d'une force coercitive analogue au frottement 
implique les propositions suivantes : 

1^ La force coercitive s'opposerait k tout effet d'induction de la part 
de forces magnetiques inferieures k une certaine limite C; 

2° Elle reduirait I'effet de toute force F > C a I'effet que produirait 
une force egale k F — C, si la force coercitive n'existait pas; 

3^ Enfin elle maintiendrait aprbs la cessation de F le magnetisme ac- 
quis, «jusqu'a une limite egale au magnetisme que produirait une force 
C continuant k agir dans le sens de la force F, si la force coercitive 
o*existait pas. 

Le seul mathematicien qui, k ma connaissance, ait traite un pro- 
bl^me dans I'hypoth^se de la force coercitive, Green, ne parait pas s'en 
faire une idee differente. 

Pour nous rendre compte de la valeur exp^rimentale de Thypotbese, 

Jnnalet de I'icoU Normale, a* S^rie. Tome IV. 7 
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il suffira de rapprocher les trois propositions qui precedent de trois 
autres propositions, que nous emprunterons ^ un travail de M. Row- 
land (*), et qui, fondees sur I'experience, s'accordent d'ailleurs par- 
faitement avec tous les faits connus. 

1° Tout le magn^tisme (ou mieux presque tout) developpe par de 
faibles courants est temporaire. A^^ec racier, ce phinomene est plus ap- 
parent qiCavec lefer. 

2^ Le noagnetisme temporaire augmente toujours avec I'intensite du 
courant qui le produit, et dans des limites assez larges est sensiblement 
proportionnel a cette intensite. Quand celle-ci augmente indefiniment, 
le magnetisme temporaire tend vers une iimite finie et determinee. 

3° Le magnetisme permanent croit d'abord trfes-vite avec le courant, 
mais plus tard diminue quand le courant est trbs-intense et que le fer 
a k peu pres acquis son maximun de magnetisme total. 

II est curieux de remarquerque, si Thypothese de la force coercitive 
est impuissante a representer I'ensemble des phenomenes, elle repre- 
sente pourtant assez bien la marche de Taimantation permanente. 
Nous reproduisons {/ig. 6) une courbe dessinee par Rowland d'apres 

Fig. 6. 
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ses experiences, en prenant pour abscisses les forces magnetiques et 
pour ordonnees les moments magnetiques correspondants, acquis\l'une 
manifere permanente par Tunite de volume d'un cylindre de longueur 
indefinie. C'est la courbe OPQRST. Nous mettons en regard une ligne 
bris^e OMNL, qui reproduit en traits generaux Failure de la courbe; 
cette derniere correspond a Thypothese de la force coercitive, en faisant 



(') Rowland, Phihsophieal Magazine, tiodi 1873. 
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G= 5 et en admettant que raimantation permanedte, produite par une 
force F comprise entre C et aC, est proportionnelle a F — C. 

Ainsi riiypoth^se primitive de la force coercitive rend un compte assez 
exact des seuls phenomenes bien connus du temps oil elle a ete imagi- 
nee : elie est impuissante a en faire prevoir de nouveaux, et les progrcs 
de la science du magnetisme n'en ont guere laisse subsister que le nom. 

Les phenomenes du magnetisme temporaire et du maximum de I'ai- 
mantation, ainsi que ceux de Taimantation permanente, ont ete expli- 
ques dans leur ensemble par Wiedemann, mais encore a I'aide d*une 
comparaison. Ce physicien a rapproche les phenomenes magnetiques 
de ceux qui dependent de I'elasticite dans les corps solides, speciale- 
ment des phenomenes qui accompagnent la torsion ou la flexion. Ce 
rapprochement a Tavantage d'exprimer une relation physique incon- 
testable, puisque la torsion modifie I'etat magnetique d'un barreau, et 
que les modifications de cet etat magnetique peuvent a leur tour faire 
varier la torsion h laquelle le barreau a ete soumis d'avance. 

Wiedemann admet que les elements magnetiques (courants molecu- 
laires) existent en nombre fini dans Tunite de volume du fer ou de 
Tacier, mais que dans Tetat naturel leurs axes sont repartis egalement 
dans toutes les directions. Les forces magnetiques exterieures tendent a 
faire tourner ces elements autour de leur centre de gravite; mais ceux- 
ci opposent une resistance au deplacement, analogue aux reactions elas- 
tiques, de telle sorte que, suivant Tintensite des forces agissantes, les 
elements conservent d'une manifere permanente une portion plus ou 
moins considerable de leur deplacement temporaire. En soumettant au 
calcul ces hypotheses, on obtient, pour representor Taimantation tem- 
poraire et I'aimantation permanente, des courbes qui, tout en satisfai- 
sant aux memos conditions essentielles, ne presentent avec les courbes 
fournies par Texperience que des relations vagues et generales. 

Nous renverrons a Touvrage original pour les developpements tres- 
ingenieux que Tauteur donne k sa iheorie (*). Nous nous bornerons k 
dire qu'on peutpousser trfes-loin I'analogie sur laquelle elle sefonde, 
et que nous trouverions, memo dans nos recherches actuelles, des argu- 
ments en sa favour : ainsi nous avons vu (^) que la repetition de Tac- 

(*) Wiedemann, Gaivanismus, t. II. 
(') roir ci-de8SU3, Chap. H, art. U. 
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tion d'un courant sur une aiguille accroit le moment magn^tique 
permanent communique k eelle-ci; de meme, quand on lord un fil im- 
parfaitement ^lastique k Taidc d*une force constante, la torsion perma- 
nente qu'il rcQoit s'accroit par une deuxieme, une troisieme application 
de la memo force, et tend vers une limite nouvelle. 

Aussi ne reprocherons-nous point a Fhypothfese de Wiedemann 
d'etre absolument fausse» mais seulement d'etre incomplete; c'est 
pourquoi un certain nombre de phenomenes ne s'y laissent adapter 
que d'une maniere extremement penible. De ce nombre sont quelques 
phenomenes relatifs a la superposition d'un certain magnetisme perma- 
nent et d'un magnetisme temporaire de sens contraire, specialement 
ceux qui se produisent dans la separation des faisceaux aimant^s {*). 

Au lieu d'attribuer, comme le fait Wiedemann, le magnetisme tem- 
poraire et le magnetisme permanent aux memos molecules, d'autres 
physiciens (^) preferent admettre que la condition, quelle qu'elle soit, 
qui correspond a la conservation d'un certain magnetisme permanent 
ne serait communiquee dans I'acieration ou la trempe qu'a un certain 
nombre de molecules, les autres conservant les proprietes magnetiques 
du fer doux. On pourrait encore imaginer que les diverses molecules 
acquierent le pouvoir coercilif a un degr6 different. 

Quoi qu'il en soit, je crois qu'on jetterait une lumiere serieuse sur 
beaucoup de faits relatifs a I'aimantation de Tacier, en admettant qu'il 
est magnetiquement heterogene. Or ceci n'est pas une bypothese gra- 
tuite. Les chimistes accorderont sans peine que la vraie nature des es- 
peces chimiques qui constituent Tacier est encore tres-mal connue, 
et qu'une meme barre d'acier pent contenir normalement un melange 
de plusieurs de ces especes. Si Ton attaque un barreau d'acier par 
I'acide chlorhydrique, on constate d'apres A. Holz (') que les barreaux 
ronges superficiellement presentent une surface rugueuse, dont les as- 

( ' ] Quand un fil imparfaitement ^iastique a subi une torsion permanente, on peut, il est 
vraiy superposer k cette torsion permanente une torsion temporaire de sens contraire, par 
rapplication d'une force insuffisante pour le detordre enli^rement. Mais comment une cer- 
iaiie torsion temporaire pourrait-elle se trouver associde k une torsion permanente de sens 
contraire, dans un fil soumis une seule fois a la torsion, et abandonn6 ensuite k lui-mdme 
Cest cependant ce qui arrive pour I'aimantation. (Foir Chap. UI, art. IV.) 

(') Foir Yerdbt, Conferences de Physique faites a i*£cole normale, p. aig. 

(') A. HoLZ, Annates de Poggendorff^ t. CLI, 1874. 
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Pyrites sont formees d'une substance aci^reuse tres-carbon^e {Kohlenei- 
sen)^ peu ou point attaquable par Tacide, et afTectant dans Finterieur 
dcs barreaux une disposilion variable : tantot elle forme une sorte de 
reseau a mailles serrees, empate par la masse ferrugineuse plus atta- 
quable; tantdt» au contraire, les deux matiferes sont melees plus intime- 
ment, et I'acier charbonneux est en grains fms isoles. L'beterogeneite 
physique enlraine Tbeterog^neit^ magnetique; et, en efiet, Holz ayant 
mesure le moment magnetique de barreaux aimantes, avant et apres 
Faction plus ou moins prolongee de Tacide chlorhydrique, croit pou- 
voir deduire de Tensemble de ses experiences que I'acier charbonneux 
est le vrai support de la force coercitwe; le reste de la masse en serait a 
peu prfes depourvu. 

II ne nous appartient pas de prononcer sur le degre de confiance que 
meritent les recherches de A. Holz, au point de vue chimique; mais il 
nous parait que I'hypothese de I'heterogeneite magnetique de Tacier 
merite un examen serieux : elle a d'abord I'avantage de se preter tres- 
simplement k Texplication des phenomenes relatifs a la superposition 
du magnetisme temporaire et du magnetisme permanent, pour lesquels 
elle a ete imaginee. Si Ton consid^re en outre : i^ que les lois du ma- 
gnetisme temporaire de Tacier ne diflerent en rien d'essentiel des lois 
du magnetisme induit dans le fer doux; 2? que le developpement du 
magnetisme permanent est eminemment variable d'une especc de fer ou 
d'acier k une autre, et, pour une meme espece, suivant des conditions 
physiques quelquefois insignifiantes, on sera porte k attribuer a cette 
hypothese un certain degre de probabilite. 

Dans tous les cas, Tetude des aimants mixtes presenterait un veri- 
table interet en dehors de Thypothese qui nous conduit a nous en 
occuper; nous n*en dirons ici que quelques mots, nous reservant de 
revenir plus tard sur un sujet qui ne pent etre pleinement ^claire que 
par de longues suites d'experiences. 

Theorie (Tun aimant mixte. — Concevons un cylindre de dimensions 
elementaires, mais de longueur tres-grande par rapport a son diametre. 
Supposons-le forme de la reunion de deux sortes d'elements magne- 
tiques repandus au hasard, mais en proportion determinee dans toutes 
les parties du cylindre : les elements A, doues de pouvoir coercitif, 
sont tels qu'ils conservent tout le magnetisme qu'iis acqui^rent; les 
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elements B sont au contraire absolument d^pourvus de pouvoir coercitif. 

Faisons agir une force magn^tique F dans le sens de Taxe du cy- 
lindre, et soil ^FA^^ le moment magnetique que prendrait le cylindre 
si les molecules B existaient seules. A^ represente ]e volume du cy- 
lindre ^ et k un coedicient qui depend de la densite (*) des elements 
consideres. Soit de meme ^FA^ le moment correspondant aux ele- 
ments A supposes seuls. Une molecule quelconque du systeme B est 
soumise, outre la force exterieure, a Taction du systeme A, et recipro- 
quement. Cette action reciproque, de meme sens que la force exte- 
rieure, a pour effet d'elever le magnetisme total au-dessus de la somme 
(/:4-y)FA^. 

Si, pour simpliiier, on suppose les coefiicients k ti q independants 
de F, ce qui doit etre sensiblement vrai pour de petites valeurs des 
forces inductrices, on trouvera le moment final de chacun des deux 
sYstemes de molecules a I'aide d'un raisonnement tres-simple, caique 
sur la theorie elementaire de la condensation electrique (^). Designant 
alors par c et c^deux coefficients qui dependent du groupement moyen 
et aussi de la densite des elements des deux systemes, on trouvera, 
pour le moment final M^ du systeme A, 



(0 


-_ ^ i-^ ck . 


et de meme 




(2) 


1 — cakq 


d'ou le moment total 





(3) M = M.+M* = F?^ti±(£.+jOi:?A.. 

^ ' - I — cakq 

Si Ton vient a supprimer Taction de la force F, les molecules A con- 
servent leur magnetisme. Quant aux molecules B, elles no sont plus 

(' ) G*est-k-dire du nombre d'^l^ments contenus dans Tunitd de volume. 

(') On sail tr6s-bien que cette theorie Elementaire de la condensation dlectrique n'est 
pas rigoureusement exacte, mais il ne s'agit ici que de se faire une id^e g^n^rale des phE- 
nom^nes. 

Nous nous appuierons d'ailleurs de Texomple de M. Jamin, qui a introduit dans la science 
TexpressioQ de condensation magnetique, dans sa Ih^orie de Fefifet des contacts de for doux. 
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soumises qu'a Taction du systfeme A, laquelle est 6gale k dqY ,_^.^^^ ^ 
elles conservent un moment 

(4) M; = <?A-rfF^^,-A.. 
Le magnetisme residuel total est 

(5) m = M.-f-M, = gF (,^;^^.^^ ^ A., 

et le magnetisme dit temporaire^ qui disparait par la cessation du cou- 
rant, est 

(6) |:x = M — m = /rFAt/. 

Le coefficient k est ce qu'on appelle habiluellement le coefficient de 
magnetisme temporaire, et Ton appelle coefficient de magnitisme per- 
manent la quantite qui joue le meme role dans Texpression de m, c'est- 
a-dire 

^ I — cdkq 

La quantity r^ellement comparable au coefficient A est, d'apres ce qui 
precede, le coefficient y (*). 

II est evident, et Ton v^rifie sans peine sur un cas particulier, que 
le moment magn^tique total M est intermediaire ^ ceux que produirail 
la memo force F agissant sur deux cylindres egaux au premier, et ne 
comprenant chacun qu'une seule espece de molecules avec la meme 
densite totale; mais il n'en est pas de meme du moment residuel m 
qui, pour une valeur donnee de y, est d*autant plus grand que le coef- 
ficient de magnetisme temporaire du fer doux est lui-mcme plus grand; 
et, comme le coefficient de magnetisme temporaire du fer doux est 
enorme, on voit que Tadjonction d'une certaine quantite de fer doux 
k Tacier le plus dur pent augmenter le moment residuel de celui-ci. 

Nous rappellerons que, d'apres M. Jamin, les varietes d'acier les plus 
riches en carbone et les plus fortement trempees ne presentent pas les 



(') Si Ton suppose les coefficients c et rf^gaux, les formules se simplifient un peu (voir 
Comptes rendus de l^ Academic dcs Sciences^ 23 f^vrier 1874 ). 11 n'appartiendrait qu'^ uno 
th^orie complete d'expliciter les valours des quatre coefficients /-, 7, c et d en fonction des 
density ^ et ^, des deux sortes d'6I^ments, et par consequent d'^tablir dcs relations entro 
ces quatre quantity. 
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moments residuels les plus forts, ce qui doit etre si les molecules de fer 
doux y sont tres-rares, comme on doit le supposer. 



En resume, nous avons indique une methode nouvelle pour effectuer 
la comparaison des moments magnetiques de tres-petites aiguilles 
aimantees. 

Nous avons etudie TefTet que produit sur un aimant la repetition du 
passage a la spirale, Tinterruption ou le retablissement du courant 
inducteur, etc., et nous avons donne des formules empiriques propres 
a representer les resullats obtenus. 

Nous avons etudie la rupture et la separation des aimants cylindri- 
ques et prismatiques, efTectuee soit perpendiculairement, soit paral- 
lelement a I'axe, et verifie par Texperience, dans le cas d'aiguilles de 
faible diametre, une formule importante donnee par Green pour repre- 
sentor le moment magnetique d'aiguilles saturees de diverses longueurs 
et de diametres differents. 

Enfin, nous appuyant aussi bien sur les faits particuliers etudi^s 
dans ce travail que sur Tensemble des faits connus, nous avons signals 
rinsuffisance des theories actuelles du magnetisme pour expliquer 
les diverses particularites de Taimantation temporaire de Tacier. Nous 
avons de plus emis Tidee que cette substance doit etre consideree 
comme une masse heterogene, au point de vue des propri^tes magne- 
tiques de ses elements. 
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LES FONCTIONS DISCONTINUES, 

Par M. G. DARBOUX, 

MAITBE DE CONFERENCES A L*^COLE NOEMALB. 



Jusqu'k I'apparitioD du Memoire de Riemann sur les series trigono- 
inetriques aucun doute ne s'etait eleve sur l^istence de la derivee des 
fonctions continues. D'excellents, d*illustres geometres^au nombre des- 
quels il faul compter Ampere, avaient essaye de donner des demons- 
trations rigoureuses de Texistence de la derivee. Ges tentatives etaient 
loin sans doute d'etre satisfaisantes; mais, je le repute, aucun doure 
n'avaitete formula sur Texistence meme d'une derivee pour les fonc- 
tions continues (*). 

La publication du Memoire de Riemann a decide la question en sens 
contraire. A Toccasion des series trigonometriques, Tillustre geometre 
expose ses idees sur les principes du Galcul infinitesimal; il generalise, 
par une de ces vues qui n'appartienuent qu'aux esprits de premier 
ordre, la notion de Tintegrale definie; il montre qu*elle est applicable 
a des fonctions discontinues dans tout intervalle, et il enonce les con- 
ditions necessairesetsuffisantes pour qu'une fonction, continue ou dis- 
continue, soit susceptible d*integration. Ge seul fait, qu'il existe des fonc- 
tions discontinues susceptibles d'int^gration, suffit k prouver, comme 
on le verra, qu'il y a des fonctions continues n'ayant pas de derivee, et 
ceite consequence des travaux de Riemann n'a pas tarde a etre admise 
par les geometres allemands. 

L'un d'eux, M. Hankel, a public en 1870 les resultats de ses etudes 

( ' ) Toutefois, quand ces recherches ont M communiqu^es k la Soci^t^ Malhtoatique, 
M. Bienaym^, en pronongant quelques paroles d'encouragement, a bien voulu declarer qu'il 
avail toujours fait des objections aux demonstrations d'Arop^re et de Duhamel, et qu'il a tou- 
jours pens^ qu'une fonction continue n'a pas n^cessairement une d^riv^e. 

Jnnales de I'Ecole Normale. i* Serie. Tome IV. 8 
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sur le Memoire de Riemann. MalheureusemeDt les coDclusions de sod 
travail ne sont pas irreprochables, et un g^ombtre distingue, M. Gilbert, 
a fait aux demonstrations de Hankel des objections qui pourraient 
s'adresser aussi aux resultats. Le principe de la condensation des sin- 
gularites de Hankel est enonce d*une mani&re trop absolue, et il est 
regrettable que la mort n*ait pas laisse k cet excellent g^ometre le 
temps de reprendre les propositions qu'il avail donnees et de les limiter 
en ies mettant a I'abri de toute objection. Je me suis impose le devoir 
de revenir sur quelques-unes d'entre elles, et je crois les avoir mises a 
i'abri de toute critique, sous la forme que je leur ai donnee. 

Plus recemment, M. Sciiwarz, dans une Note inseree aux Archwes 
des Sciences naturelles, n** 189, i5 septembre i873,etM. Gilbert, dans les 
Bulletins de VAcadimie royale deBelgique (a* serie, t. XXXV, n® 6), se 
sont occupes du meme sujet. Je dois aussi signaler un travail tout re- 
cent de M. Klein, publie dans les Sitzungsberichte de la Societe d'Erlan- 
gen le 8 decembre 1873. 

Dans le travail qu'on va lire, je reprends, en donnant tous les deve- 
loppements necessaires, la definition de I'integrale definie d'aprfes 
Riemann, etje montre comment cette definition doit conduire a une 
infinite de fonctions continues n'ayant pas de derivee. 

Laissant ensuite de cote la definition des fonctions continues comme 
integrates, j'expose quelques principes sur les series dont les termes 
sont des fonctions de la variable independante. Ces principes ont ete 
souvent appliques par les g^ometres; mais, ^ mon sens, ils gagneot 
beaucoup a etre mis en lumiere et exposes avec le degre de generalite 
qui leur appartient. La tbeorie des series permet ensuite de former di- 
rectement une foule de fonctions continues qui n'ont pas de derivee 
pour une infinite de valours de la variable independante, comprises dans 
tout intervalle ou meme qui n'ont de derivee pour aucune valeur dela 
variable* 

Au risque d'etre trop long, j'ai tenu avant tout, sans y rSussir peut- 
etre, ^ etre rigoureux. Bien des points, qu'on regarderait a bon droit 
comme evidents ou que Ton accorderait dans les applications de la 
science aux fonctions usuelles, doivent etre soumis k une critique ri- 
goureuse dans I'expose des propositions relatives aux fonctions les plus 
gen^rales. Par exemple, on verra qu'il existe des fonctions continues 
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qui ne sont ni croissantes ni decroissanles dans aucun intervalle, qu*ii 
y a des fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur a 
une autre sans passer par toules les valeurs intermediaires. 

Od conQoit qu'en presence de propositions aussi singulieres on 
eprouve le besoin d apporter la plus grande rigueur dans les deductions 
et de n'admettre que les propositions les mieux deniontrees. 

Ces recherches ont etc communiquees a la Societe Mathematique 
dans les seances du 19 mars 1873 et du 28 Janvier 1874. 

I. — Des fonctions ct de la continuity. 

Une fonction/(j?) est dite bien ddterminie quand ^ cbaque valeur 
de 07 correspond une valeur unique de/{x). 

II pent arriver qu'une fonclion generalement bien determinee de x 
devienne indeterminee pour certaines valeurs Xq, x^, x^,... de la va- 
riable a:. Alors il faut completer la definition de la fonction en assignant 
les valeurs qu'elle prend poura: = a:o» a: = or,,..., c'est-a-dire en defi- 
nissant 

/(^•)» f{^x)y /(^O 

Cette definition peut 56 faire d'une manie're arbitraire. Dans la plupart 
descason effectue cette determination de maniere a conserver a la fonc- 
tion certains caracteres tels que la continuite, la propriete de rester 
finie, etc.; mais, k considerer les^bosesd'une maniere rigoureuse, une 
fonction, telle que 



X — a 



n'a aucune valeur pour a: = a; les operations qu'il faut faire pour 
trouver la valeur de la fonction n'ont plus aucun sens lorsque x = a. 
De meme 



X 

X — 

r 



n'est pas bien d6terminee pour or = o, j' = o, et Ton peut convenir a 
Tavance qu'elle aura une certaine valeur A pour 0? =/= o. 

Les remarques precedentes ne sauraient etre contestces dans le cas 
des fonctions discontinues; mais nous avons \ pr^venir une objection 

8. 
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qui pourrait etrc adressee dans le cas des fonctions coDtinues. Soit, par 
exemple, la fonction 

or*— a} 



X — a 



qui est iudeterminee pour a: = a. On pourrait prelendre que la valeur 
pour a; = a doit elre la limite vers laquelie tend la fonction lorsque x 
se rapproche de a. 

Mais si nous prenons une de ces fonctions que presente le Calcul 
integral, et qui sont definies par les proprietes 

cp (a:) = I , lorsque x est different de a, 
cp(a) = A, 

<pj ■^— fl' 

nous voyons que le produit ff[x)[x -h a) sera toujours egat a » 

X etant different de a, et il tendra, lorsque x se rapprochera de a, vers 
la limite 2a, differente de sa vraie valeur 2 Aa pour x = a. 

II existe done des fonctions qui tendent vers une valeur limite quand 
X s'approche d'un nombre fixe x^^^ mais qui pour x =i x^ ont une va- 
leur differente de la valeur limite. 

A Texemple de M. 0. Bonnet, nous definirons ia continuite d*une 
fonction/(ir) de la manifere suivante : 

Une fonction/(ir) est dite continue, pour la valeur x = x^, quand 
on pent prendre h assez petit pour que Ton ait 

f{x.±:6k)-f(x.)<t 

en valeur absolue, 6 pouvant prendre toutes les valours positives plus 
petites que i, et € etant aussi petit qu'on le veut. 

Quand une fonction n*est pas continue pour la valeur ot^ de x, il peut 
arriver que/(a:o -H h) ait pour limite/(a?<, ) quand h tend vers zero sett- 
lement par des valours positives ou, dans d'autres cas, seulement par 
des valours negatives. Gette remarque est importante pour la definition 
qui va suivre. 

On dit qu'une fonction est continue dans un intervalle (^o»^i)» 
oil Xq <Cx^, quand elle est continue pour toutes les valeurs de x com- 
prises entrea?o et x^, et qu'on a, en outre, 

\imf[x.^h)=f{x.), limf{x,^h}=f{x,), 
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iorsque h tend vers zero par des valeurs positives. Ces derni^res condi- 
tions sont satisfaites si la fonction est continue pour les valeurs x^, 
Xi de X. 

Theoreme I. — itant donnSe une fonction /{x)y qui reste comprise, 
quand x prendles valeurs Xq^ x^ et toutes les valeurs intermediaires, entre 
deux limites fixes A e^ B, o/i peuJL assigner deux nombres M, m donnant 
lieu aux propndtis suivantes : M est supdrieur ou egal aux diverses valeurs 
de lafoructiony etUy a au moins une valeur de la fortction supdrieure a 
M — 6, e itant aussi petit quon le veut. De mime m est inferieurou Sgal 
a toutes les valeurs de la fonction^ et il y aau moins une valeur de la fonc- 
tion infdrieure a /w -f- e. 

Considerons, en effet, Tintervalle (A, B), et divisons-le en n parties, 
en intercalant n — i nombres X,, Xa,..., X|,_o 

S'il n*y a pas de valeur de la fonction inferieure h X^, ou superieure 
a Xa, nouspourronssubstituer Tintervalle (X,-, X^) a I'intervalle (A, B). 
Divisons de meme I'intervalle (X|, Xa)* et continuons ainsi indefini- 
ment. Nous obtiendrons ainsi une suite d'intervalles tons compris lesuns 
dans les autres et tendant vers un intervalle limite (m, M), qui posse- 
dera ^videmment les proprietes indiquees dans I'enonce du theoreme. 
Get intervalle pent elre (A, B) si, a chaque operation, il n*y a pas re- 
duction dans la longueur lotale de Tintervalle. 

Si la fonction est discontinue, M et m ne sont pas necessairement des 
valeurs particulibres de la fonction. Par exemple, la fonction 

^ = x, pour X different de i , 
jr=o, pour or = I, 

a I pour limite maximum quand x varie de o a i ; elle ne devient ja- 
mais 6gale k I . 

Nous appellerons M la limite maximum^ m la limite minimum de la 
fonction dans Tintervalle donne. La difference positive ou nulle M — m 
s'appellera, d'apres Riemann, VosciUation de la fonction dans Tinter- 
valle donn^. 

L'enonce du theoreme pr^c^dent indique que la fonction doit de- 
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meurer comprise entre deux limites A, B. II ne suffit pas, pour qu*il en 
soil aiDsi, que la fonction/(:r) demeure finie pour toute valeur dex 
comprise dans Fintervalle ou egale aux valeurs extremes. 
Par exemple, la fonction d^finie par les equations 

y = -y pour X different de zero, 

*^ 

X = o, pourj7 = o, 

nedevientpas infiniedans Tintervalle (o, i); ellene reste pas nou plus 
comprise entre deux limites fixes. 

Theoreme II. — Etant donnee une fonction de x finie el continue 
dans fintervalle [xq^ Xt) lorsque x variera de x^ a x^yf{x) passera au 
moins unefois par toutes les valeurs intermediaires entre f[x^) etf[x^ )• 

SoientX: une quantity interm^diaire enlre/(a:<,) et/(:r, ) et posons 

?(*)=/(-a^)— *•; 

t 

il est clair que ^[x^) et ff[x^ ) sont de signes contraires. Tout revient 
done a demontrer que, si deux nombres substitues dans le premier 
membre d'une equation donnent des resultats de signes contraires, ils 
comprennent au moins une racine de I'equation. Ce theoreme a 616 
etabli d'une maniere rigoureuse par Gauchy dans la Note III de V Ana- 
lyse algdbrique. 

La propriete precedente a etc souvent prise pour la definition des 
fonctions continues. II existe cependant, nous le verrons, une classe de 
fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur ^ une autre, 
sans passer par toutes les valeurs intermediaires et, par consequent, la 
propriete qui constitue le theoreme precedent n'est pas caract^ristique 
des fonctions continues. 

Theori^meIII. — itant donnee une fonction dexfinieet continue dans 
Vintervalle {a^b)^ cette fonction atteint ses limites maximum et minimum 
pour une ou plusieurs valeurs de x comprises dans Vintervaile, etpar con- 
siquent elle passe par toutes les valeurs intermediaires entre M et m. 

La demonstration que j*ai donnee du theorfeme analogue pour les 
fonctions de deux variables {Bulletin des Sciences mathemadques et as- 
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tronomiques, t. Ill, p. 307), s'applique sans difficulte aux fonctions 
d'une seule variable. 

D'apr^s la definition des limites maximum et minimum M et m, la 
Tonction prend des valeurs superieures a M — "fe et inferieures k m -+- 6. 
Puisque la fonction est continue, elie passe done, quand x varie dans 
rintervalle, par toules les valeurs intermediaires entre M — £ et m + £, 
et, comme s est aussi petit qu'on le veut, il est ainsi demonlr^ que la 
fonction prend loutes les valeurs interniediaires entre M et m. 11 n'y a 
doute que pour M et m. Examinons M. 

Decomposons Tintervalle (a, b) des valeurs de x en deux intervalles 
egaux (a, c), (c, b)/]e dis que dans Tun au moins de ces intervalles la 
limite maximum sera M. En effet, si les deux limites etaient M', M'', plus 
petites que M, la fonction ne prendrait pas dans Tintervalle (a, b) les 
valeurs comprises entre M et le plus grand des deux nombres Af , M''. 
Done Tune au moins des limites M', M'' est egale h M. Soit, par exemple, 
(a» c) rintervalle dans lequel s'est conservee la limite maximum ; si elle 
est la meme dans les deux, on choisira arbitrairement. Decomposons de 
mSme (a, c) en deux parties egales, et repetons les mdmes raisonnements. 
En continuant iudefiniment, nous aurons une suite d'intervalles tons 
compris les uns dans les autres et tendant vers zero, pour lesquels la 
limite maximum sera toujours M. Les limites inferieures de ces inter- 
valles sont constantes ou croissantes; de meme les limites superieures 
sont constantes ou decroissantes. Soit aleur limite commune; ellejouira 
evidemment de la propriety que dans tout intervalle (a — A, a -4- A); 
la limite maximum de la fonction seraM, quelque petit que. soit A. Done 
il y aura une valeur d^ x comprise dans cet intervalle 

a±Qh, 
pour laquelle on aura 

M— /(a±:0A)<e- 

D'autre part, on pent prendre h assez petit, la fonction etant continue, 
pour que 

/{a±0A)-/(a)<6, 

en valeur absolue. Done on pent demontrer que Ton a 

M-/(«)<2e, 
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en valeur absoiue. Done 

Le raisonnement se ferait a peu prfes de la meme maniere si a etait 
une (les limites extremes a, b de I'lntervalle primitif. 

II s*applique aussi a la limile minimum m^ qui devient, au signe 
pres, la limile maximum si Ton change le signe de la fonction. 

II. — Division des fonctions discontinues eti deux classes. 

D'apres ce qui precede, etant donnee une fonction continue ou dis- 
continue/(a7) dans un intervalle quelconque {a, b), il y a lieu de con- 
siderer trois nombres, la Umite maximum M, la limite minimum m et 
y oscillation A= M — m dans Tintervalle considere. Nous presenterons 
d'abord quelques remarques sur ces trois nombres. 

Supposons que Ton considere, au lieu de Tintervalle (a, b), un autre 
intervalle {x^, x^ ) compris dans (a, 6), c'est-a-dire tel que Ton ait 

II est clair que la limite maximum IVr dans le nouve: ntervalle ne peut 
etre superieure a M; de meme la limite minimum m.rxe peut etre infe- 
rieure k m. On a done 

M'^M, m'^m, A'^A, 

Soient de meme (a, c), (c, b) deux intervalles consecutifs donnant Tun 
les nombres M, m, A, Tautre M', m\ A' et soit {x^^ x^ ) un nouvel inter- 
valle compris dans (a, b)^ mais tel que Ton ait 

ce nouvel intervalle empiete done sur les deiijf^premiers. La limite 
maximum dans {x^, x^) sera au plus egale au plus grand des deux nom- 
bres M, M'; de meme la limite minimum 'sera superieure ou egale au 
plus petit des nombres m, m'\ enfin I'oscillation sera au plus egale a la 
somme A -i- A' des oscillations dans les deux intervalles consecutifs 
(a, c), (c, b). 
Celapos^, considerons une fonction quelconque/(a:), d^finie dans 
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un inlervalle (a, b) el assujeltie a rester comprise entre deux liniites 
fixes A, B. Les oscillations de la fonction dans tout inlervalle compris 
dans (a, b) seront evidemment finies et inferieures aB — A. 

Intercalons, entre a et 6, n — i valeurs a?! , j?2> • • •> ^«-i » et posons pour 
abreger 

Nousformerons ainsi n intervalles, et nous designerons par M|, mi. A, 
lalimite maximum, lalimite minimum etToscillation dansle I'^'^'inter- 
valle. Formons les trois sommes 

M = M, d, -+- M,d, -+-...-*- M«<J«, 
m = mi d| -+- mj3j -+-... -f- nininy 
A =A, 3,-f- AjS, -f-...-f- A„5„, 

entre lesquelles existe la relation identique 

A =:M — m. 

Je dis que, lorsqu on prendra n suffisamment grand, et que tous les in- 
tervalles 5 tendront vers zero, les trois sommes precedentes, quelle que soil 
la fonction consideree, continue ou discontinue, tendront chacune vers une 
limite finie et determinee, ne dependant que de la nature de la fonction 
et des valeurs exlrimes a, b qui limitent Vintervalle considere. 

Pour le demontrer, supposons qu'on passe d'un systeme d'intervalles 
$1 a un autre en subdivisant tous les inlervalles d/, qu'on intercale par 
exemple,entreaet:r<,/? — I valeurs j<, j^2>«--» 7/>-i de^r, puis, entrea:, 
et 0^2, y — I valeurs Z|, z^^..., Zg^t de x, et ainsi de suite. II est facile de 
demontrer que, dans le nouveau systeme d'intervalles, les sommes M, A 
deviendront plus petites ou resteront constantes, et que m ne pourra 
que resler constante ou augmenter. Pour fixer les idees, prenons M, La 
• demonstration se ferait de la meme maniere pour m. Pour A, elle re- 
sulte de la relation identique ecrite plus haut entre m, M et A. 

Appelonsc?}, JJ,,.., J^ les p inlervalles dans lesquels se decompose 
rintervalle 8^ : on aura 

Designons par M\ la limite maximum dans Tintervalle 5\ . Le terme M| $^ 
de M devra etre remplace, quand on aura subdivise les inlervalles, par 

Annates de I'Ecole Normale, a* S^rie. Tome HI. 9 
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la somme 

Or, (i'apres une remarque dej^ faite, les maxima M{,..., M^^ sont tous 
egaux ou inferieurs a 1VI< : on a done 

M; 3. -h M]S] -f-...-f- M^3?=M.{3', -h . . . -f- 3?), 

<M|3|, 

AiDsi chaque terme M « $, dc M est remplace, dans la somme relative au 
nouveau systeme d'intervalles, par une suite de termes dont la somme 
est au plus egale au terme qu'ils remplacenL Done, dans toute subdi- 
vision des intervalleSf quelque loin qu'on la continue ^ M nepeut que rester 
constante ou diminuer. EUe a done nicessairement une limite. 

On verra de meme que la somme m a une limite vers laquelle elle 
tend en croissant sans cesse, et par consequent la somme A qui est 
egale a M — m decroit constamment et a aussi une limite egale a la dif- 
ference des limites de M et de /n. II ne reste plus qu'a demontrer que 
ces trois limites demeurent toujours les mimes, de quelque maniere que les 
intervalles tendent vers zSro. 

A cet effet, nous commencerons par resoudrela question suivaute : 

Soient 

Oi, Oai...y On 

un systfeme d'intervalles, et 

M=:M,3, 4-...-+-M«3, 

la somme M correspondante. Prenons un second systeme d'intervalles 

tel que le plus grand des intervalles d' soit inferieur au plus petit des 
intervalles d divise par un nombre entier h. Alors on aura, quels que 
soient a et les indices |3, 

et soit 

la valeur de la somme M correspondant a ce nouveau systeme d'inter- 
valles. Proposons-nous de trouver une limite sup^rieure de la diffe- 
rence M' — M: nous entendons par la non une limite superieure de la 
valeur absolue, mais simplement un nombre superieur a M'— M. 



Ml^MOIRE SUR LES FOWCTIOWS DISCONTINUES. 67 

Soient 
les deux suites de valeurs de x determinaDt, la premiere les intervalles e^, 

0| ^^ 3C\ — (ly Oj — wTj — Jt7|y • • • ) 

la seconde les intervalles d\ 

En intercalant ces deux suites enlre a et h, on aura une nouvelle 
suite 

el il est clair que, les intervalles d' etant tons plus petits que les inter- 
valles dj entre deux valeurs consecutives de y ne peuvent se trouver 
deux valeurs de x. II pent arriver que a?, = y^ ou x^ = j'vt niais cela 
ne changera rien aux raisonnements. On a 

d. = x,— a = jt — a -+- r» — T' '-^-----^-ri*— r»*-'-+-^«— ri*» 

Ot = ^3 — ^1 :=^|H-1 -^l "+"^|v*.» J'V+' -f- • • . -f- . . . -+- ^j J^v, 

(5j = JT, — x^ =7^+! — ^j -H -h . . . -h ^3 — J^e, 



> 



et par suite 

+ (rM-»— "^«)M»-+- -H (:r,— j^OM, 

-h (/^, — ^,)M,H- -h (j:, — 7p)M, 



» 



M'=(r, -a)M', 4-(r,-r.)M',+...+(x.-r^)M'^, 

+ (Tim-. — ^.)M'^. + + (4:, — j^.JM'^, 

-t- (j^. -a?,)M'^, + + (X.— rf)M'^, 



•> 



M'-M = (r, -a){M', _M.)H-... + (x,-/J(M'^,-M.) 
+ Cr^. - x.)(M'^. - M.) + . . . + (X,— ^, )(M'^, - M,) 
+ (r^, - «,)(MU.i- M.) + . . . + (x.-r,)(M'^, - M.) 

+ 

9- 
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II est clair que tous les termes de cette sommc correspondant a des 
intervalles tels quej, — a,y^ — j, compris entierement entrea eta:,, 
entpea?, eta^a, ne peuvent 6tre que nuls ou negatifs. En effet, en vertu 
d'une remarque deja faite, les intervalles ^j, c^j,..., fi'^, par exemple, 
(Uant tons compris dans Tintervalle c?, les limiles maxima M'^,..., Mj, 
sont inferieures ou au plus egales a M,. On a done 

M'-M<(x.-r.)(M'^.-M.)-f-(r^.~:r.)(M'^.-MO 

-f- (:r,~7,)(M'^, - MO ^ (re+. - ^i)(M'^. - MO 



Or ehacune des differences Mj,^_, — M| , . . . est inferieure, en valeur absolue 
et en signe, a la difference B — A entre les deux membres qui compren- 
nent loutesles valeurs de la fonction dans rintervalle(nr, 2^); on a done 



M'- M< (3;^,H- a:^.^ d'jH-.-h . . 0(B - A); 



or 






done 

(0 M'— M< — Y~ (<5i-^-3i"+-- --X^ \ " 

II resulte de cette inegalite que la difference M' — M, sielle est posi- 
Wty est inferienre a un nombre qui tend vers zero quand h grandit 
indefiniment. Par un choix convenable de A, elle pourra etre rendue 
plus petite que tout nombre donne. 

Nous pouvons maintenant demontrer la proposition que nous avons 
enoncee. Supposons que Ton parte de differents systemes d'intervalles 
et que, dans rbaque systeme, on fasse tendre tous les intervalles vers 
z^ro, en subdivisant, comme il a ete indique, les intervalles a Tinfini. 
Nous avons demontre qu'il y a une limite pour la somme M, dans 
chaque mode de subdivision : je die que toutes ces limites sont egales. 

En effet, soit jjl la limite de M dans un premier systeme de division; 
soit ^ la limite dans un autre systeme. Si ces deux limites ne sont pas 
egales, on aura p.'> |x par exemple. 



Ml^OIRE SUR LES FONCTIOICS DISCONTINUES. 69 

Cela pose, dans le syst^me d*intervalles correspondant a la limite fi, 
on peut prendre le nombre d'intervalles assez grand pour que la somme 
M correspondante satisfasse aux inegalites 

alors, dans ie systeme d'intervalles correspondant^ la limite |x'/toutes 
les sommesM' seront superieures a fx' et par consequent a M. Supposons 
que Ton ait pousse assez loin la division des intervalles pour que tous 
les intervalles correspondant k la somme M' soient plus petits que les 
intervalles correspondant a M divises par A. On aura 

n 

Ainsi on pourrait rendre la difference positive M' — M inferieure a tout 
nombre donne en prenant h suflisamment grand. Cela est ^videmment 
impossible si fJL'> a, puisque la somme M' est superieure a (if et la 
somme M inferieure a jui -i- c. Done 

et comme on peut prendre (7 aussi petit qu'on le veut, on voit que 
M'— M devrait demeurer superieur a un nombre determine. Done 
fi' ne peut etre different de fx. 

Ainsi, quel que soit le systeme primitif d'intervalles, si on le subdi- 
vise a I'infini d'une maniere quelconque, pourvu que tous les intervalles 
tendent vers zero, la somme M tendra toujours en decroissant vers une 
limite parfaitement determinee /x. 

Pour completer notre demonstration, il importe de remarquer qu'on 
ne fait pas toujours tendre les intervalles vers zero par le mode de sub- 
division qui a ete indiqu^. Par exemple, on peut diviser Tintervalle 
(a, b) en n parties egales, puis en /i -4- i, puis en n-h 2, et ainsi de 
&uite. II importe d'examiner tous ces cas; mais ici la discussion devient 
trfes-simple. 

La somme M relative a tout systeme d'intervalles est evidemment 
superieure a|x; car, si Ton part de ce systeme d'intervalles en lesubdi- 
visant, la somme M, d'apres ce qui a et^ d^montre, teml vers /x par des 
valeurs decroissantes. 11 sufTit done de demontrer que, lorsque tous les 
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iDtervalles tendent vers zero d*une maniere quelconque, elle finit par 
difTerer de /x d'aussi peu qu'on le veut. 

A cet efTet, nous avons vu qu'en partant d'un premier systferoe d'in- 
tervalles et en le subdivisant a rinfmi on pent obtenir un systfeme 
d'intervalles pour lequel on ait 

er etant aussi petit qu'on le v^ut. Des que Ton aura tout autre systeme 
d'intervalles tons plus petits que les intervalles correspondant k M, 
divises par A» la somme M' correspondante sera plus petite que 

Comme on pent rendre ^ et t aussi petits qu'on le veut, on voit que la 

somme M se rapprochera toujours de |jl, quels que soient les modes 
de division adoptes, pourvu que tons les intervalles tendent vers zero. 
Nous sommes maintenant en mesure de donner, en toute rigueur» la 
definition de Tintegrale d^finie d'aprfesRiemann; mais, des k present, 
nous pouvons diviser en deux grandes classes les fonctions discontinues. 
Nous venons de demontrer que les trois sommes 

M = d,M, -+-.. .4-d,M„, 
/n = di nil -f- . . . -f- diiiii«, 

tendent vers des limites finies et determin^es quand tous les intervalles 
tendent vers zero. Nous pouvons appeler ces limites M^, m^f A^. 
On a 

II est clair que la nature intime de la fonction depend surtout de la 
limite A^. 
Pour une premiere classe de fonctions, on aura 

^ = o, Ma=ma; 

pour la deuxiferoe classe, A^ sera en general une fonction de a et de b, 
diff^rente de z^ro. 
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Riemann a fait connaitre un caractfere simple qui permet de recon- 
naitre si la somme 

tend vers zero. Prenons une quantite a fixe, mais aussi petite qu'on le 
Youdra. Pour que la somme A tende vers zdro^ ilfaut et il suffii que la 
grandeur totale des intervalles pour lesquels l' oscillation est plus grande 
que a tende vers zdro quand n augmente indefiniment. 

Cette condition est necessaire. En efTet, si elle n'est pas remplie, la 
contribution des intervalles oil Toscillation est plus grande que <7 k la 
somme A sera plus grande que leur longueur totale / multipliee par a; 
et, comme / ne tend pas vers zero, A sera toujours plus grand que h et 
ne tendra pas vers zero. 

Elle est suf&sante; car, si elle est remplie, la contribution des inter- 
valles oil Toscillation est plus grande que a sera plus petite que 
/(B-— A). D'ailleurs, la grandeur totale des autres intervalles etant plus 
petite que (6 — a), on aura 

A</(B — A)-h (7(6 — a), 

/ tendant vers zero et a pouvant etre pris aussi petit qu'on le veut; on 

pent demontrer ainsi que tiab est inferieur a tout nombre positif aussi * 

petit qu'on le veut. Done 

A^=o. 

II importe de remarquer que, dans les demonstrations precedentes, 
nous avons suppose a < 6. Si a etait plus grand que 6, on arriverait de 
mSmeaunelimite, en intercalantdes quantites decroissanteso?,, j?^,.... 

On aura ainsi deux limites egales et contraires suivant le sens dans 
lequel on supposera parcouru un intervalle; on aurait 

M^ = — Mba, A«^ = — A««, 
et, en general, 

Mm^MoA+M^, A«6= A«e+ Ac«,.... 
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III. — Definition de Vintegrale dSfinie. 

Soit f[oc) une fonction continue de x qui reste comprise, quand x 
varie de a a 6, entre deux nombres fixes A, B et prenons entre a et 6 
une serie de valeursa;,t j?2>«*m ^n-it rangees par ordre de grandeur. 
Designons toujours a?, —a par (?,; x^—'X^ par (?2.--«» et soient en 
outredo d2M*->dn des nombres positifs, inferieurs ou egaux a Tunite. 
Consid(§rons la somme 

II est clair qu'elle depend a la fois du choix des intervalles d et des 
quantitesd. Examinons d*abord comment elle varie quand on donne aux 
Q tons les syst^mes possibles de valeurs. 

Designons par M/* /n, les limiles maxima et minima de la fonction 
dans le i'*'"*' intervalle. Le terme $,/(a7,- -h Oi^^ (?,.+.,) demeurera compris 
lorsque d/4.1 variera entre d^iM/ et d|/n/, et il s'approchera autant qu'on 
le voudra de Tune ou de Tautre de ces quantites. Done la somme 2 de- 
meurera comprise entre les deux sommes 

m == di mi -f- . . . 4- i^niny 

dont elle pourra s*approcher autant qu'on voudra. 

Done, si Ton suppose que tons les intervalles c^tendent vers zero, leur 
nombre augmentantindefiniment, pour que la somme 2 ait une limite, 
quels que soient les 9, il faut et il suffit que les limites de M et de m soient 
^gales, et par consequent que Ton ait 

Ma6 = m«4, A.A = o. 

Done la condition ndcessaire et suffisante pour que la somme 2 ait une 
Umite^ c'est que la grandeur totale des intervalles dans lesquels les oscilla- 
tions sont plus grandes que a tende vers zero quand tous les intervalles 
tendent vers zerOy a etantfixCy mais aussi petit quon le veut. 

Si cette condition est remplie, la limite de 1 est dite Tint^grale de 
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f{co) entre les liroites a, 6. On a 

(2) lim2= r f{x)dx = -^ C''f(x)dx. 

• 
Remarque. — Si la somme A^^ n'est pas nuUe, la limite de 2 depen- 
dra du choix des quantites Q et pourra prendre toutes les valeurs inter- 
mediaires entrMa^ et m^ft. 1 ne peut done, dans torn les cos, que tendre 
vers une limite ou itre inditerminie. 
On a evidemment 

B(6-a)<2<A(A~a). 

Les fonctions continues sonttoujourssusceptiblesd'integration; cela 
resulte du th^oreme suivant : 

Th£or£me III. — itant donnde une fonctionf[x) continue dans 
Vintervaile [a,b)yOn peut assigner, pour chaque valeur de a, aussi petite 
qu'on le veut, une quantity $ telle, que si Von subdivise Vintervalle (a, b) en 
intervalles torn plus petits que $, les oscillations de lafonction dans ces in- 
tervalles soient toutes plus petites que a. 

Ce theoreme se trouve dans Touvrage de M. Thomae, Abriss einer 
Theorie der complexen Functionen^ Halle, 1873. La demonstration nou- 
velle que nous en donnons offre Tavantage de s'appliqueraux fonctions 
de plusieurs variables. 

Divisons Tintervalle [a, b) en intervalles $1^ $29.. •> ^n^ puis chacun 
de ceux-ci en intervalles plus petits, et ainsi de suite. Je dis qu'on finira 
par obtenir un syst^me d'intervalles dans lequel les oscillations seront 

plus petites que -• En efTet, s*il n'en est pas ainsi, comme les oscilla- 

tions diminuent ou restent constantes quand on subdivise les inter- 
valles, on ne pourra obtenir que le resultat suivant : 

Dans un intervalle $1 pour lequel Toscillation est plus grande que - 
il y aura au moins un nouvel intervalle d' dans lequel Toscillationsera 
superieure k -^ puis dans celui-ci au moins un nouvel intervalle pour 

lequel Toscillation sera encore superieure k -» et ainsi de suite. On 
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aura une suite illimit^e dMntervalles, tous compris les uns dans les au- 
tres et tendant vers z^ro, pour lesquels roscillation demcurera sup6- 

Heure k -• Les limites inferieures et sup^rieures de ces intervalles 

6taBt| les unes croissantes ou constantes, les autres d^croissantes ou 
constanles, et riatervalle tendant vers zero, ces deux series de limites 
tendront vers une valeur commune / qui aura la propriety suivante : 
Dans tout intervalle (/— h^l-j- h), les oscillations de la fonction serontt 

quel que soit h, plus grandes que -• Or cela est impossible si la fonc- 

tion est continue pour a? = /; car alors on pent trouver une quantity h 
telle que Ton ait 

/(/d=eA)-/(/)<| 

en valeur absolue. Alors la diflerence des valeurs de la fonction, pour 
deux valeurs de x comprises entre I — h et I -h h, sera necessairement 

plus petite que a ^ ou -• II est done impossible que, dans quelques-uns 

des intervalles, I'oscillation demeure sup^rieure a - • 

Supposons done qu'on ait constitue, au moyen des valeurs a, a?!,..., 
Xn^i, b, un syst^me d'intervalles pour lesquels les oscillations soient 

plus petites que ^* Soit & le plus petit de ces intervalles : si Ton sub- 

Ju 

divise (a, 6) par des valeur$ 
telles que 

alors deux valeurs cons6cutives dey ne pourront comprendre que Tune 
des quantites Xi et Toscillation dans I'intervalle (y^, 7^1 ) sera au plus 

egale k - s'il n'y a pas de quantite x,^ comprise entre y^ et^^+o et au 

Ju 

plus 6gale \ a s'il y a une quantite x^ entre y^ et y^+, . 

CoroUaire. — Toute fonction continue est susceptible d'integration. 

II importe de remarquer que cette propriete subsiste si la fonction, 
tout en ^tant g^n^ralement continue, devient discontinue pour certaines 
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valeurs en narobre limits /, /', /",... de la variable rr; car alors les os- 
cillations de la fonction ne pourront demeurer plus grandes que a que 
dans les intervalles 

/-A, /4-A; /'-A, /'-hA; /" - A, T-h A,. . . , 

dont la grandeur totale peut etre rendue aussi petite qu'on le veut* 

rV. — Consequences de la definition de I* integrate . 

Des consequences de diverse nature peuvent Stre deduites de la defi- 
nition pr^c^dente de Tintegrale. 

D'abord r integrate de la fonction /{x) continuera a exister et ne 
changerapas devaleur^ si Von change les valeurs def[x) pour un nombre 
Umiti de valeurs de x. 

En effet, soient /, /', T,... les valeurs de x pour lesquelles on change 
les valeurs de/(j?). Les oscillations dans les intervalles {l— hfl-^- A), 
(/' — A, /'4-A),... pourront devenir plus grandes que a ; mais la lon- 
gueur totale de ces intervalles pourra etre rendue aussi petite qu'on le 
voudra. L'integrale continuera done k exister. D'autre part, la valeur 
n'aurapas chang^i puisque dans la somme 2 

on peut toujours eviter les quantites /» /', par un choix convenable des 
quantites 0. La remarque precedente pourrait etre beaucoup etendue, 
mais elle suffit pour Tobjet que nous nous proposons. 
En second lieu, Vintigrale 



I. 



f{x)dx 



est toujours une fonction continue ^% x. En effeti soient A et B deux 
limiteBde/(:c). L'accroissement de Tint^grale, quand on donnek a? un 
accroissement h positif ou n^gatif, est 



i 



f[x) dx. 



et il sera compris entre les limites Xh et BA. II tendra done vers z^ro 
avec A. 

lO. 
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En troisi^me lieu, soit 

¥{x)= f'f{x)dx. 



«/ a 



et supposoDS que f{oo) soit continue pour la valeur a? = a?o. Alors, 
dans rintervalle {xq.Xo + A),/(a7) sera comprise enlre/(a?o) -h cr et 
/{xq) — Cf a tendant vers zero avec A. On aura done 

F{x.^h)-¥{x.)=: T''^ f{x)dx<h[f(x.)^(xl 

>/l[f{^.)-(Tl 

/(^o) — <y< ^1 </(^o)4-<T, 

d'oii 

hm ~ =/(^o). 

Ainsi la fonction f {x) sera la dirivee de F(a7), pour toutes les valeurs 
dexpour lesquelles f [x) est continue. 

On demontrerait d*une maniere toute semblable (voir art. IX) que, 
si une fonction susceptible d'inlegration/(^) est la derivee d'une autre 
fonction F(^), on a necessairement 



/ 



f{x)dx=F{x)-F{a). 



La division des fonctions discontinues en deux classes, les lines sus- 
ceptibles d'integration, les autres non integrables, a une grande im- 
portance, et les remarques suivantes montrent que ce caractere so con- 
serve a traversdes transformations tres-vari^es de la fonction. 

Soit 9 (a) une fonction de u telle que 

9 (f/) — rp{v) 
u— V 

soit comprise entre deux limites finies a, /3 quand ut\.v prennent toutes 
les valeurs comprises entre A et B . 

Alors les oscillations de la fonction /(a?) toujours comprise entre A 
et B et celles de la fonction 9 \f{x)'\ seront evidemment du meme ordre 
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dans tout intervalle et, par consequent, les deux fonciions /(a?), 
?[/{^)] appartiennent a la meme classe. Par exemple, siunefonc- 
tionf[x) est intigrahk, il en sera de mime desfonctions 

Nous allons maintenant indiquer des classes de fonctions disconti- 
nues susceptiblesd'integration, etk ceteffet nous allons donnerd'abord 
quelques propositions indispensables sur la th^orie des series. 

V. — Des series. 

Toutes les fois qu'une serie reste convergente quand on prend tons 
ses termes avec le meme signe, la somme de cette serie est ind^pen- 
dante de Tordre des termes, et nous dirons, pour abreger, que la serie 
est absolument convergente. 

Nous dirons qu*une s^rie 

dont tons les termes sont des fonctioos continues ou discontinues de x, 
est dgalement ou uniformiment [gleichmdssig) convergente [^ ) dans un 
intervalle donne [a, b) quand on pent prendre n assez grand pour que 
le reste R;, de la serie soil inferieur k une quantite a aussi pelite qu'on 
le veut pour toutes les valours de x egales k a, 6, ou comprises entre a 
et h. 

Une s^rie peut etre toujours convergente dans une intervalle donn^, 
sans etre uniformiment convergente dans cet intervalle. En voici un 
premier exemple. Considerons la serie 

qui est convergente pour toute valeur de x. La s^rie n*est pas dgale- 
ment convergente dans Tintervalle (o,i]. En efTet, le reste R;, a pour 
expression 

(') Foir, au sujet des series ^ ^gale convergence et de leur emploi dans la representation 
des fonctions en series trigonom^triques, dlff^rents travaux do MM. Heine^ Thomae Cantor^ 
dans le Journal de M, BorcJiardt, 
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il tend vers z6ro avec -9 quelle que soit la valeur fixe donuSe h x. 
Mais, dans Tintervalle (0,1), il y a toujours une valeur de x 6gale k ^ 

pour laquelle on a R;, = — Done R„ nc pent pas etre rendu, quel que 

soit x^ plus petit que a pour une valeur fixe donn^e k n; son maxi- 
mum ne tend pas vers ziro quand n augmente indifiniment. Si Ton pre- 
nait la sSrie 

1 [n'ore— *** — (n -h i)« xe-C+')*-], 

le reste R^ tendrait bien vers zero avec -9 pour toute valeur fixe dea?; 

mais la valeur maximum - dans rintervalle (0,1), au lieu de tendre vers 

zktOf croitrait indetiniment avec n. 
Tni^oRiME IV. — Si une serie 



est uniformdment cowergente dans un intervalle donne {a, b) et, si ses termes 
sont des fonctions continues de x^ elle reprdsente dans eet intervalle une 
fonction continue de x. 

En efTet, decomposons/(a;) en deux parties, la somme S„ {x) des n pre- 
miers termes et le reste R„ {x). On pourra prendre n assez grand pour 
que, quel que soit a?, R;, [x) soit, dans Tintervalle considere, plus petit 
que (7. Or on a 

et 

en valeur absolue. Les termes 6tant des fonctions continues, on pent 
prendre eusuile h assez petit pour que Ton ait 

en valeur absolue ; done on pent prendre h assez petit pour que Ton ait 

en valeur absolue; ce qui est la definition meme de la continuity. 
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Pour ce qui concerue les limiles de rintervalle (a^ b), on dimontre- 
rait de mSme que 

/(a)=lim/(fl4-A), /(6)=:lim/(6-A), 

h tendant vers zero par des valeurs positives. 

Remarque. — La r^ciproque de ce theor^me n'est pas vraie. Nous 
avoDS donne plus haut un exemple d'une fonction continue, develop- 
pable en une serie de fonctions continues qui n'est pas egalement con- 
vergente; mais on pent enoncer le corollaire suivant : 

Si une fonction /(a?) est developpable en une serie convergente 
dans rintervalle (a, 6), et sila fonction est discontinue pour une va- 
leur j^o de x comprise dans Tintervalle (a, 6), la s^rie ne pourra etre 
Egalement couvergente dans un intervalle quelconque comprenant la 
valeur x^. 

Nous supposons, bien entendu, que les termes sont des fonctions con- 
tinues de X. 

Par exemple, les series trigonometriques qui d^veloppent des fonc- 
tions discontinues ne peuvent etre uniformement convergentes dans des 
intervalles comprenant une des valeurs pour lesquelles la fonction est 

discontinue. Ainsi la serie 

s\n^m:x 



1 



n 



serie toujours convergente, n'est pas uniformement convergente dans 
tout intervalle comprenant un multiple impair de \. 

II existe des fonctions discontinues telles que /(a? -h h) et/{x—h) 
aient, lorsque A tend vers z^ro par des valeurs positives, des limites diffe- 
rentes de/(a?). Nous distingucrons ces limites> k Texemple de Dirichlet, 
par/(ir -4- o) ei/{x — o). Par exemple, la fonction E {x) qui repre- 
sente le plus grand entier contenu dans x est telle que, pour tout 
nombre entier /i, on a 

E (n — o) = ?i— I, E(n)=:/i, E(/i4-o) = n. 

Soit de memo (x) la fonction qui repr^sente la difference entre x 
et rentier le plus voisin. Gette fonction serait ind^terminee pour 
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X = entier + ^; nous poserons alors 

( jT ) = o, pour X = entier -h j. 

Cette fonction esttoujours continue, excepte pour lesvaleurs de x dela 
forme /i 4- ^, n 6tant entier. On a alors 

Cest k des fonctions de ce genre que s'applique le theorcme sui- 
vant : 

Theoreme V. — Siles termes d'une sdrie uniformiment comergente 

sont des fonctions (pn{x) pourlesquelles (pn{x -h o) ou (pn{x — o) existent ^ 
la sirie jouit de la meme propriete^ et Von a 

f[x -f-o) = 9, (a? -f-o) -+-. . .-f- 9„(a;H-o) -I-. . . 
/( a: — o) = <p, ( r — o) + . . . 4- (p„ (a: — o ) -+- . . . . 

Ce theoreme se d^montre comme le precedent. 

On Yoit qu'une serie uniformement convergente dans un intervalle 
donne pent, en quelque sorte, etre traitee comme les sommes com- 
posees d'un nombre limite de termes. 

Le theoreme precedent va nous permettre de definir des fonctions 
discontinues dans tout intervalle. 

Soit la serie 

^, , E(^) E{2x) E{nx) 



X 2x nx 



Si la serie des constantes 

A = fli -f- flTj -f- . . . -H ein 4- . . . 

est absolument convergente, la serie/(a?) aura ses termes inferieurs k 
ceux de la serie A, son reste inferieur, quel que soit Xy a celui de A : 
elle sera done uniformement convergente dans tout intervalle. On aura 
done 

rt -u \ \ E{nx±o) 
f[x±o) = lan'——— — -• 

nx 
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Si X est incommensurable, la fonction /(a?) est continue. 

Si X est commensurable et es^al k la fraction irr^ductible ^9 on a 
men 

/(^ + o)=/(x); 

mais 

Ainsi la fonction f[x) est discontinue pour toutes les valeurs com- 
mensurables de x. 
Soit encore la serie 

f{x) = a, ( jr) 4- a, ( 2 j; ) -+- ... -f- a, ( nx) -f- • . . , 

oil [x) a la signification indiquee precedemment. Le reste de cette 
serie est inferieur k celui de la s^rie des constantes 

et, par consequent, la serie /(a?) sera uniformementconvergente dans 
tout intervalle si la s^rie A est absolument convergenle. 

Cela pose pour toute valeur incommensurable de x ou pour toute 

valeur commensurable de la forme — ^— > nx ne sera jamais egal, quel 

que soit /z, a un entier plus \ et, par consequent, la fonction {nx) sera 
continue. On aura done, pour toute valeur de x de la forme indiquee, 

lim/(^±A)=/(^). 

La fonction f{x) est continue pour toutes les valeurs incommensu- 

rables de x et pour toutes les valeurs de la forme — ^ — . 

* 2 J + 1 

Gonsiderons, au contraire, les valeurs commensurables de x qui, re- 

duites k leur plus simple expression, sont de la forme -^;/? sera neces- 
sairement impair, et Ton aura 

[ZqX'\'o) = (Zqx) — |, [Zqx— o) = (Zqx)'Jr\,* . .; 

Annates de VAcole Normals ?• S^rie. Tome IV. • II 
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par suite, 

f{x 4-o)=/(jr) — |(fl,-f-fls,-f-fls^ -+-...)» 
/(^ — o) =/(j:) -I- j ( a^ -f- a,^ -f- a»^ -I- . . . ). 

Ainsi la hxiC\\0VL f [x) est discontinue de telle maniere qu*il y ait 
une limite pour/(a7 4-A) ei /{x — h) quand h tend vers zero par des 
valeurs positives, et cela pour une infinite de valeurs de x dans tout 
intervalle donne. 

TuEOREME V. — Si tous Us termes d'uneserie sont des fonctions con- 
tinues ou discontinues susceptibles d'intdgration, et si la sirie est uniformi" 
ment convergente dans un intervalle donni (a, 6), lafonction que repre- 
sente la sSrie, et qui rHest pas necessairement continue, sera susceptible 
d' integration. Son intdgrale sera la somme des intdgrales de tous ses 
termes. 

Decomposons la serie en deux parties, la somme des n premiers 
termes et le reste. On aura, en designant par /(a:) la fonction repre- 
sentee par la serie, 

On peut prendre, par hypoth^se, n assez grand pour que R^ [x) de- 
meure, quel que soit x^ inferieur ^ (7. D'autre part, si, comme nous 
le supposons, les termes ne deviennent pas infmis, S„ (or) demeurera 
comprise entre deux limites fixes quand x prendra toutes les valeurs 
comprises dans I'intervalle (a, b) : done deja la fonction/(a7] satisfait 
a la premiere condition d'integrabilite. Elle demeure comprise entre 
deux limites fixes quand x varie de a a fr. 
D'apres cela, si nous formons la somme 



relative a Tintervalle (a, x) compris dans (a, 6), cette somme ne pourra 
(art. Ill) que tendrevers une limite fmie ou etre indeterminee. Si elle 
tend vers une limite finie, la fonction est integrable. Tout se r^duit done 
a montrer que 2 n'est pas indeterminee. Or decomposons la somme 2 en 
deux parties en remplagant chaque valeur de f[x) par S„(a7) -h R»(a7). 

Nous aurons 

2 = 2'+ 2", 

2' etant la partie de la somme 011/(0?) est remplacee par 8^(0?) et 1" 
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la partie ou/(a;) est remplacee par R;,(a;). Les termes etaDt integra- 
bles, il en sera de meme de la somme 8^,(07), et par consequent 1' 
tendra vers une limite finie et d^terminee. Quant a l'\ comme R;, est 
inferieur a <7, 2" sera toujours comprise entre (7(6 — «) et — (7(6 — a); 
1 sera done comprise entre 

2' -I- ^(6 — a) el 2'- (7(6 — a). 

Comme on pent prendre n assez grand pour que a soit aussi petit qu'on 
le veut, on voit que la somme 1 ne pent rester indeterminee, puisqu'elle 
demeure comprise entre deux quantites qui different aussi pen qu'on 
le veut. Done la fonction /(a?) est susceptible d'integration, et son 
integrale est la somme des integrales de tons les termes. 

Corollaire, — La serie des integrales des termes est uniformement 
convergente dans le meme intervalle que/(a?). 

Theoreme VI. — Etani donnee une serie f{ x) dont tons les termes sont 
des fonctions continues ay ant des derivees, si la serie des ddrivees est uni- 
formement convergente dans un intervalle donne et si ses termes sont sus~ 
ceptibles d^ integration^ elle representera la derivde de la serie /{x), 

Solent 
la serie proposee et 

la serie des derivees. SoitS;, la somme des n premiers termes de cette 
serie : on aura, d'apres le theoreme precedent, 

f[x)-f[a)=: f" f,{x)dx= r\,{x)dx-¥' f K(j:)dx. 

Prenons n assez grand pour que R„(a?) soit dans tout Tinlervalle con- 

Yin{oc)dx sera inferieur en valeur ab- 
solue a (tA. On aura 

x-h h 






1 1 . 
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eif en faisant tendre h vers zero, 

S«(a:)— (7< Iim ^ ^ — s^-^-^ < S„{:r) H- <t; 

done 

Iim '^-^^ J — ^^ — =f,(x) C. Q. F. D. 

Remarque. — Si les conditiODS que nous avons indiquees dans T^nonce 
du theoreme Y ue sont pas toutes remplies» on n'a pas le droit d'inte- 
grer, sans unexamen prealable, tous les termes de la serie. Nousallons 
donner un exemple d*une serie toujours convergente representant une 
fonction continue/ [x) de x et telle que la sdrie des intigrales, qui est tou- 
jours convergente, ne reprisente pas Vintigrale def{x), 

Soit 

Integrons entreles limites zero et x\ Tintegrale du premier membre est 
La serie des integrales des termes est 



y [e-i'^' — e-t"-*-' )**•]; 



elle est toujours convergente, et a pour somme e"*'etnon «"**— i. 
Une des conditions indiquees par le theoreme Y n*est pas en efTet 
remplie; la serie (a) n'est pas uniforraement convergente dans I'inter- 
valle (o, x). 

Theoreme YII. — Soit la sdrie 

51 la sirie 

A -^ A ' 

considSrie comme fonction de A, est uniformdment convergente quand h 
prend toutes les valeurs comprises entre ziro et un nomhre fixe positif 
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on a, h tendant vers zdro par des valeurs positives , 

n n 

de mSmey si la s4rie demeure uniformiment convergente quand h prend 
toutes les valeurs comprises entre ziro et un nombrefixe ndgatif^ on a 

^.^/(x-A)-/(x)^^,.^y,(x-A)-y.(x)^ 
— h — h 

h tendant vers zero par des valeurs positives. 

Ge theoreme est Evident, mais il a une utility reelle: c'est pour cela 
que nous renonQons explicitement. 

On sait peu de chose sur la continuite des series en general. Aussi 
croyons-nous que les theoremes suivants, quoique d'une application 
limilee, pourront avoir un certain interet. 

Th^or^me VIII. — Si une serie a termes positi/s, fonctions continues 
de x^est telle que dans un intervalle (a, b) les termes puissent separtager 
en deux groupes nettement sdpares^ Vun formi de termes croissants^ r autre 
de termes decroissants ^ la serie sera dans I'intervalle {a, b) une fonction 
continue de x. 

D'apres Thypothfese du theoreme, nous pouvons decomposer la serie 
en deux autres. Tune pour laquelle les termes croissent, I'autre pour 
laquelle les termes decroissent. 11 suflira done de demontrer la propo- 
sition pour le cas oil les termes sont tous croissants ou tous decrois- 
sants. 

Supposons, en premier lieu, les termes croissants; je disd'abord que 

Ton a 

\\mf{x-k)=f{x), 

h tendant vers zero par des valeurs positives. 

En effet, d^composons la s6rie/(ic) en ses deux parties S;,, R;,. On 
aura 

/(x — A ) = 8-(x - A) -4- R.(^ — A). 
Lorsque h tend vers zero,/(j: — h) croit sans cesse. Elle a done une 
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Hmite egaleou inferieure a/(a;). D'un autre cote, cette limite est su- 
perieurea cellede S„(a: — A) quiest S„(a;). AinsJla limite Aef{x — h) 
est comprise entre S„(a;) et/(a;); elle ne peut done 4tre que/(jr). 
Je dis mainteoant que 

\\mf{x + h) = f{x), 

h tendant vers zero par des valeurs positives. 
En efTet, on a 

/(a: + A) = S.(x + A) + R.(^ -f. A), 

f{x + h) decroissani avec h a one limite 6gale ou supirieure a/(x). 
D'ailleurs, tous les lermes etant decroissants, on a, A, etaot'ptus petit 
que h, 

II,[a:+A,)<R„(a: + A). 
Done 

/(jr+ A,j<S„(x-hA,) + R„[a: + A), 
et par suite, lorsque A, tend vers zero, 

Um/(jc+ A,)<&.(ar} + R,(^ + A); 
R„(x + h) potivant etre pris aussi petit qu'on le veut, on volt que 

\\mf{x^h)=f{x). 

La demonstration se fait de la menie manitre quand tous les termes 
decroisseot. La proposition est done demontree dans toute son etendue. 
ToioRiME IX. — Si une sMef{x) dont let termes sont des /onelions 
continues 

f.{x)-i-<f,{x)+...-h<f,{x) + ... 

est absolumenl convergente pour x = a, x = b el loutes les valeurs de x 
comprises entre a etb ei que dans cet intervaUe la serie puisse se partager 
en deux autres, pour chacune desqiielles les termes varienl tous dans le 
mime sens, la serie represente une fonction continue de x dans I'intervalle 

(a, b). 

En effel, il sufRra de considerer separement les termes positifs et les 
termes negatifs et d'appUquer la proposition precedente. 

Les deux theoremes qui precedent pourraient se rsttacher a la notion 
des series egalement convergentes. Nous avons prefer^ en doaner des 
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demonstrations elementaires. Yoici d*autres propositions s'appliquant 
au cas oil les series ne sont pas absolument convergentes. 

Th^oreme X. — Si la sdrie 

(A) flo> «i> fla, . . ., «ii 

est convergente^ Hen sera de m6me de la suwante : 

(B) a^u-^ «,£, -I-. . . -4- a„e„-4- ..., 

ou Von suppose setUement que 



£o> £i> • • • > £. 



n 



forment une suite croissante ou dScroissante , mais telle que £,, ait une 
limite Jinie^ 6^, quand n crott indefiniment. 

Le theoreme peut etre consid^r^ comme equivalant a une proposi- 
tion d'Abel dans le Memoire sur la serie du binome. Nous TenonQons 
seulement en lui donnant toute I'extension dont il nous parait suscep- 
tible. 

Pour le demontrer, considerons la somme d'un nombre quelconque 
de termes de la serie B, k partir de e^^, a„^, , 

^«-l-i 611+1 ~H • • • "1" dn-^p ^n-t-p* 

Si nous posons 

la serie A etant convergente, nous savons que R„,p tend vers zero, quel 
que soit^, quand n augmente indefiniment. On a d'ailleurs 

et par suite 

Les quantites 

^tantde mSme signe, on a 

"n,« (6iH-« — 6»4.j) -|-...-h R||,p— t (6fH.^-i — <»+-/>) ^ f*ll(6|i-*-l ^-f-^)> 
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[In etanl uDe moyenne entre les quaDtites R;,,,,.*-* Rji^* et par conse- 
quent tendant vers zero avee elles, et par suite 

Or les quantites £ variant dans le meme sens, elles sont toutes plus 
petites que la plus grande des quantites e^, £„. Done le second membra 
est inferieur,en valeur absolue, a la plus grande des quantites 

II tend done vers zero d'apres les hypotheses faites quand n augmente 
indefmiment, et la proposition est demontree. 

Theobeme XI. — Soientla sdrie convergente 
et la suite 

formee defonctions continues dans Vintervalle [a^b), etjoidssant des pro- 
prietes suivantes. Pour toute valeur de x egale a a, b, ou comprise entre 
a et by les fonctions forment une suite constante ou croissante ou decrois- 
sante, c'est^d-dire que le signe de 

est le mime pour toute valeur de n. En outre 9o(^)» ?«(^) demeurent 
finies dans Vintervalle [a, b)\ alors la sdrie 

sera toujours convergente et definira unefonction de x continue dans tout 
Vintervalle (a, b). 

La convergence resulte du theoreme precedent; quant k la continuite, 
elleresulte de ce que la serie est uniformement convergente dans Tin- 
tervalle (a, b). En effet, le reste R„, d'apres ce qui a ete d^montre pre- 
cedemment, est inferieur a la plus grande des quantites 

9ov^)» ycol-^) demeurant par hypothese comprises entre des limites 
fixes quand a? varie dans I'intervalle considere, on pent prendre n assez 
grand pour que le reste soit, quel que soit^, plus petit que o. 
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L'application des propositions pr^cedentes aux series ordonn^es sui- 
vant les puissances croissantes de la variables? est immediate et ^vi- 
dente, mais on pent indiquer plusieurs autres applications. 

Par exemple^ si la s^rie 



est convergentey la s^rie 



^l> flj»»»«> dn 






oules nombres ai, a2f«» a«forment une suite croissante ou decrois- 
sante, definit une fonction continue de z^ except6 pour les valeurs 
qui rendent un terme infini, etc. 



VI. — D'une classe de fonctions discontinues susceptibles 

d^ integration. 

Nous avons, dans Tarticle pr^c^dent* rencontr^ des fonctions discon- 
tinues, telles qu'il y ait des limites/(a? -h o),f[x — o) diffi6rentes de 
f[x) four/{X'i- h),/{x — h), lorsque A tend vers z^ro par des yaleurs 
positives. On pent prendre des exemples plus g6neraux de fonctions 
ayant de telles propriet^s. 

Soit, par exemple, une fonction (f[x) definie dans Tintervalle (o, i) 
par une courbe telle que AB A'B\ Nous supposerons {fig. i) que 

Fig. I. 



V 




1 
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C 




B' 






0^ 






A' 











1 


) 


J 


X 



OA = IB'. Pour plus de simplicite, nous admettrons que la fonction, g6- 
neralement continue, soit discontinue pour la seule valeur a? =: |; soit 



T(i) = I>C, 

AnnaU% de VtcoU HormaU. 3* S^rie. Tome IV. 
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et posons 
alors 

II est clair qu'on peut concevoir ou former une infinite de fonctions 
satisfaisant k de telles conditions. En dehors de Tintervalle (o, i), la 
fonction sera definie par Tequation 9(0? -4- i) = (p{x) et par consequent 
<p{x) sera toujours inferieure a un nombre A. Gela pos^^ la serie 

sera toujours convergentCy si la s6rie des constantes 

ftlo, nz fl, -h £Ia -f- . . . -t- an 

est absolument convergente; et, en outre, le reste de la serie/(a?) etant 
toujours infi6rieur k celui de la serie Ji>o ou Ton prend tous les termes 
positivement, multiplies par un nombre fixe A, il est clair que la serie 
/{oo) sera uniformement convergente dans tout intervalle. 

On verra comme prec^demment que/(^) est continue pour toutes 
les valeurs incommensurables ou commensurables a denominateur im* 
pair. Au contraire, on aura 



/(^-^^)=/(^)-P(^^-^^-^-^^* 



4-...)« 



On pourrait multiplier les exemples de ce genre en remplaQant 9 [x) 
par une fonction non periodique, mais restant finie pour toute valeur 
de Xf en consid^rant, au lieu de la s^Tie/{x)^ la suivante : 

oil les quantit^s a^ sont des constantes quclconques. Nous nous conten- 
terons du cas particulier que nous avons examine. 

Cela pose, je dis que toutes les fonctions discontinues, telles que^ pour 
chaque valeur de x,/{x -h h) et/{x — h) aient une limite, quandhpo- 
sitiftend vers zSro, sont des fonctions susceptibles d' integration. 



M^MOIRE SUR LES FONGTIOITS DISCONTINUES. 9I 

Cela est evident, en verlu du th6oreme Y, pour lesfonctions d6veIop- 
pables eo serie que nous avon§ formees; mais nous allons demootrer la 
proposition sans nous preoccuper de Torigine de ces fonctions. 

* Par la definition, pour chaque valeur de x on pent trouver un nombre 
positif A, tel que Ton ait 

/(^-h 6A)— /(j;-f-o)<(7, en valeur absolue, 
/(^— e/j)-/(a: — o)<(7, o<9<i, 

Soit un intervalle (a, 6). En partant de a on pourra done trouver une 
quantite (?| telle, que Ton ait 



0- 



/(a-f-ed,)-/{a-l-o)<-, e<i; 

je la prends aussi grande que possible, soit a + $« = j?|. 

Ensuite je determine une quantite $2 1^ plus grande possible, telle 
que 

/(:ti4-ed,)-/(x,-f-o)<-, 0<i, 

soit 

Je dis qu'en operant ainsi et en continuant indefinimentj'atteindrai la 
linoite b. 
Supposons, en effet, que la suite indefiniment prolongee 

n'atteigne pas h\ elle aura une limite x ^gale ou inf^rieure k 6, et alors, 
quelque petit que soit A, il y aura une infinite de quantites Xp com- 
prises entre x — htix. Or, par parenthese, on pent trouver une quan- 
tity A, telle que 

/(ar-e/i)-/(^-o)<^, o<9<i, 

pour toute valeur de Q. De Tinegalit^ pr^c^dente il resulte que la dif- 
ference de deux valeurs quelconques de la fonction dans Tintervalle 

(a; — A, a?) est plus petite que -• On aura done 

f[Xp -f- e[Xp^ ~ X,)] -/( aTp ^- o) < ^5 

12. 
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et par cons^quenty au lieu de passer de oOp k j?^i, on pourrait aller 
^ o^iH^t ce qui est contraire a Thypothfese que nous avons faite, puisque 
Xp^^ doit Stre la plus grande valeur de x^ telle que 

/ [jTp 4- 6 ( Xp^y — ^pVi— f[^p '^- o)= > en valeur absolue. 

II y a done contradiction k supposer que la suite des quantit^s a^i » 
a?2,... n'atteint pas h. 

Supposons qu'on ait atteint b apr^s n op^rations^ et soient 

les valeurs intercalees. Formons les intervalles 

tf , a -4- e, Xi — e, Xt -4- e, Xa — e, jFi -h e, . . . , ar»-i — t, jr«-i -He, b — e, 6. 

Dans les intervalles 

les oscillations de la fonction sont plus petites que a. Dans les autres 
elles sont quelconques; mais la longueur totale de ces autres intervalles 
est 2(/i — i)s, et pent etre rendue aussi petite qu'on I^ veut par un 
choix convenable des. Done la grandeur totale des intervalles, dans les- 
quels les oscillations sont plus grandes que (7, pent etre prise aussi pe- 
tite qu'on le veut, et par suite la fonction est toujours susceptible d'in- 
tegration. 

II suit de cette demonstration que les fonctions discontinues qui ne 
sont pas susceptibles d'integration sont n^cessairement telles que, pour 
un nombre illimite de valeurs de x dans lout intervalle, (p{x -h h) est 
ind^termine quand h tend vers z6ro. 

VII . — D'une premiere classe de fonctions continues 

nay ant pas de derivee. 

Soit/(a;) une fonction pour laquelle/(a? -+- o) et/{x — o) existent 
toujours, et cherchons son integrale. Soit 



Y(x)=J'f(x)dx. 
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On aura 

' f[oc)dx. 



Supposons d'abord h positif. On peut, sans changer I'int^grale 
(art. IV), remplacer la valeur /(a?o) de/(a?) par /(^To 4- o). Alors, 
dans i'intervalle (o^o, o^o + A), h ^tant suflSsamment petite on aura 
toujours 

/(^o 4- o) - (i<f(x) <f[x, -4- O) -f- (7. 

Done 

et par suite 



lim 



F(f^_zJ[(fL) ==/(,. ^o). 



On aurait de mSme 



,. F(x, — A) — F(a:,) ^. . 

hm -^^ --'^ — ^— ^ =:/(a:,-.o). 

II y a done deux d^rivees, ou plut6t la d^riv^e n'existe pas toutes les 
fois que/(a?o + o) est different de /(^o — o). Developpons quelques 
exemples. 
Soit 



on aura 

{nx)dx 





x>'"^'=s:x'^- 



Les integrates des termes de la s^rie s'effeetuent sans diffieulte. On a 

(nx)dx = - I ix)dx= — f/i^lS 

[x] d^signant une fonetion egale k [x), exeept^ pour les valeurs ^gales 
k un entier -h ^, et qui a alors la valeur 
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On a done 



Fw=,f/w^»=M + 'J!,''+...-I?# 



-h... 



La fonction definie par cctte serie n'aura pas de d^rivee pour les va- 
leurs de x de la forme — • On aura alors 

2q 



h 



. ¥{x-h) — F(x) ^, , I / I I \ 



lim 



Soit de meme la serie 






on trouve sans peine 
oil 



et par suite 

F(.)=//(x)rfx=5;i^i^ 



) 



Cctte fonction n'aura pas de d^rivee pour les valeurs cotninensu- 
rablcs de x. On pent lui substiluer le produit infini 

1 t 

qui a les memes proprietes. 

Mais on peut former directement, et sans recourir k Tintegration, 
beaucoup d'autres exemples de fonctions continues n'ayant pas de d6- 
rivee. 

Soit^ par exemple, la fonction representee [fig^^) par la courbe OABC, 
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qui 86 compose d'uoe partie convexe OA ou la tangente n'est jamais 
verticale, et qu'on reproduit iDdeGniment en AB, BC,...» sur la droite 
OABG. On pent supposer, par exemple, que OA soil un arc de cercle 



Fig. a. 




ayant son centre au-dessous de Ox. Une telle fonction 9 {x) est con- 
tinue; elle a une d6rivee» excepte pour les abscisses correspondant 
aux points Ay B, C,..., abscisses que nous supposerons ^gales a i» 2, 
3,..., n. De plus, <p{x) est toujours inf^rieure a Tordonn^e d'une 
droite, c'est-k-dire k une expression de la forme Aa? + B. Enfin 

— T — ^-^ demeure visiblement, quels que 3oient x et A, com- 
prise entre deux nombres fixes qui sont les coefficients angulaires des 
tangentes a la premiere branche de courbe en et en A. 
Formons la serie 

f{x) = 2an(f{nx), 

qui sera convergente si la s^rie lna„ est absolumentconvergente. Gela 
resulte de ce que Ton a 9 {nx) < A/ia? 4- B. 
On aura 






=1 



na. 



(f(nx'hnh) — (f(nx) 
nh 



Par hypothfese, --^^^ — --. — ii^:^ demeure toujours comprise entre 

deux limites fixes. La> serie precedente est done egalement convergente 
par rapport a a? et A dans tout intervalle, et en appliquant le th^o- 
rbme VII, on a 

n ^ nh 
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Supposons d'abord o) incommensurable, alors n^ le sera aussi. La 
fonctioQ ^(X) aura une d^rivee pour X = no?, et Ton aura 

,, f{x±h)—f(x] « ,, 
Una •'-J - ^^ J^ ' = lnan^(nx). 

Supposons, au contraire, a? = ^ • Alors, pour tons les termes tels que nx 

soil entier, la limite de ii^- ^ ^^?\'^^ sera diff(§renle, suivant que h 

tendra vers zero par des valeurs positives ou par des valours negatives. 

II y aura done deux limites differentes pour ^-^ h ^^ suivant 

que h tendra vers zero par des valeurs positives ou par des valeurs d6- 
gatives. 

Yoici un autre exemple extremement general : 

Soit une courbe A| A2 A, convexe vers Taxe des a? {^g. 3) , et inscri- 
vons dans cette courbe une autre courbe 0A| A2A1..., formee d'arcs 

Fig. 3. 




isol^s ne pr6sentant pas leur concavity du c6t6 de Taxe des x. Sup- 
posons si Ton veut, pour fixer les idees, que 0A|, A| Aa, A2A,,... 
soient des lignes droites, et eonsiderons la fonction (p{x) representee 
par le polygene inscrit 0A| A^ A,.... 

II est clair qu'on pourra trouver une infinite de systfemes de con- 
stantes positives, tels que la serie 

soit absolument convergenle pour toute valeur de x. Par exemple, si 
Ton suppose que la courbe OA, Aa At... soit la parabole representee 



*:i 
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par Tequation y^x^, et que le polygone OA, A, A,... soil compris 
enlre la courbe el la parabole/ = x^ -f- Ax -f- B, oil A et B sont posi- 
tifs, la serie/(ir) sera absolument convergeote pour toutes les valeurs 
de x^ pourvu que la serie 

le soit aussi. 

Gela pose, il est clair que la fonction 9(0?) a une derivee pour toutes 
les valeurs de x qui ne sont pas les abscisses des sommets A, , A^, As , . . . 
du polygone. 

Pour une de ces abscisses ocn correspondant au sommet A„, il y aura, 
au contraire, deux limites differentes pour 

A 

Si h tend vers zero par des valeurs positives, la limite correspondante 
estle coefficient angulaire du cote A„A,i+,. Si A est negatif, la limite 
est, au contraire, le coefficient angulaire de A;,., A„. Remarquons, de 
plus, que le rapport 

h 

tend vers sa limite par des valeurs decroissantes si h est positif, ou par 
des valeurs croissantes si h est negatif. On aura 

f[x -h h ) —f(x) _ Y ^^ y(/i^ 4-nA)— (p(nj:) 

Supposons d'abord qu*aucune des abscisses nx ne soit 6gale k Tab- 
scisse Un de Tun des sommets A^, du polygone : alors, d'apres le theo- 
rfeme YIII, tons les termes variant dans le mSme sens quand h tend 
vers z6ro, on a 

,. f(x±,h)-^f{x) „ ,, , 

etla fonction/(a?) a une derivee. 

Au contraire, si une ou plusieurs des abscisses nx correspondent ^ 
des sommets, il n'y aura pas de derivee. 

Supposons, comme application, que le polygone 0A| A,. .. A^, soit 

AnnaUs de VEcole Normale, a* S^rie. Tome IV. 1 3 
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inscrit dans la parabole doDt I'equation est 

et que les abscisses des sommets A«t Aa»*.. soient i, 2^ 3,..., n,...; 
on aura une fooction representee par le polygene des ponts suspendus. 
La fonction (f{x) aura pour expression 

Pour toutes les valours non entieres de a? on a 

<p'(j?) = 2E(j;) 4-1. 

Au contraire, si x est entier, 

on aura par suite, pour x commensurable et 6gal k la fraction irr^duc- 

tible £, 
q 

lim '^ ~ — =^-^— ^ = Inan [2E{nx) -f- 1] 

et 

fix -- A) — fix) 

Vni. — NoweUes fonctions continues nay ant pas de dirwSe. 

Employons maintenant la fonction introduite par M. Schwarz dans 
sa Note deja cit^e Sur une fonction continue rCayant pas de dimie. 
Cette fonction est d^Gnie par Tequation 

Elle est representee par une s^rie d'arcs de parabole OA, AB, BC,... 
{fig. 4)» tons egaux et ayant leur tangente en 0, A , B». . . verticale. Cette 
fonction est evidemment croissante, et elle est inf6rieure ^ Tor- 
donn^e kx + B d*une droite. 
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Cela po86, formons la s^rie 
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/(^)=ra,<p(x)-Ha,9(2ar) -h. . .-+-fl«9(iiar), 

oil a,, a,, a,,..., (in sont des qudintit&s positwes telles, que la s^rie 2na„ 
soil convergeote. Alors la serie/{x) est uniformement convergeDte 

Fig. 4. 



o 



B. 



r 



dans tout intervalle. Elle represente une fonction contiuue et croissante 
de X. Cela est Evident : tous ses termes sont positifs et croissants. On a 

f[x H- fi)—f{x) = Ittn f 9(/ix 4- /lA) — <f(nx)], 

et par suite, en prenant un seul terme de la s^rie, 

f{x -h /I)— /(a?)> a„[<p(iia? -f- nh) — <f{nx)]. 

Supposons X commensurable egal k ^» et prenons n = ^; 

fix ^h)-^ fix ) <p(p + gA)-<p(/0 

ou, en substituant les valours de (p{p) et 9(/) -+- qh). 



et par suite 



f(x^h)-fi 

h 



m£i£±J^l=£i^l 



'-^>Wi' 



QD 



quand h tend vers z^ro par des valeurs positives. Ainsi la d^rivee de la 

fonction est infinie dans le sens positif pour toutes les valeurs com- 

mensurables de x. 

Pour completer Tetude de cette fonction, nous allons montrer qu'il 

y a des incommensurables pour lesquelles la derivee existe et est finie, 

i3. 
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d'autrcs pour lesquelles ellc est infinie. Pour fixer les idees, prenons 
Alors 

f{x -4- h) —f{x) V^ j[nx -4- nh) — (^{nx) 
h >Z n'h ' 

la somme 1 ctant ctendue ^ un nombre fini, mais quelconque, de termes 
dc la serie, qu'on choisira de la maniere la plus convenable. L'inegalite 
precedentc se justifie d'elle-meme, tous Ics termes de la serie etant po- 
sitifs. Le second membre etant compose d'un nombre fini de termes, 
cherchons sa limite, qui, d'aprbs la definition de 9(0?), est 



Choisissons pour n les denominateurs des r^duites de rang impair da 
developpement de x en fraction continue. Ges reduites sont toutes inf(§- 

rieures k x. Designons-les par ~- Alors la somme precedente pourra 



s'ecrire 



1 



Or on a (wotrSERREX, Algibre supirieure, 1. 1) 






Done, en remplagant Q„a; — P„ par -^ — » on ne pent que diminuer la 
somme precedente, et Ton aura 

,_f{x-^-h)-f(x)^^^Q^\ 



lim '^-^ ' — "^ — - > 



2 or 



D'ailleurs, en appelant an le quotient complet correspondant a Q^, 
on a 



:«> 



et par suite, a fortiori , 
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Prenons le premier terme de la somrne qui figure dans le second 
membre de Tinegalit^, et supposons qu'on ait choisi Q„ arbilrairement. 
Alors, oLn n'entrant pas dans Q„, on peut le determiner de telle manifere 
que le premier terme ait une valeur quelconque» par exemple une va- 

leur superieure k i ou k ~« Dans le terme suivant il y aura un nouveau 

quotient tin^^ dont on pourra encore disposer arbitrairement, et ainsi 
de suite. On peut done former une incommensurable telle, que chacun 
des termes soit superieur a Tunit^, par exemple, et alors, en prenant 
un assez grand nombre de termes, on prouvera que 

est plus grande que toute quantity donnee. Gette limite est done infinie 
dans les deux sens^ car nous n'avons fait aucune hypothese sur le signe 
de h. 

Pour etablir que la fonction /{oo) a une derivee pour certaines va- 
leurs incommensurables, nous nous appuierons sur Tinegalite, facile a 
demontrer, k laquelle satisfait la fonction ?(^), 

1 — — — < r— : ? en valeur absolue, 

{x) ayant la signification que nous lui avons dejk attribuee. Alors on 
voit que la serie 

V^ <p(m? -h nh) — (^{nx) 

consider^e comme fonction de h, sera uniformement convergente si la 



t • 



serie 

x) 






est absolument convergente; et si cette derniere condition est remplie, 
on aura le droit de passer a la limite dans la serie precedente et d*ecrire 



^'w=S*^.^ 



Tout se reduit done a montrer qu'il y a des incommensurables pour 



102 DABBOUX. 

lesquelles la serie 

est absolument convergente. 

Or, si n n'est pas le denominateur d'une r^duite du developpement 
de X en fraction continue, on a 

(n^)> — ? en valeur absolue 
^ ' an 

■ 

{voir Serret, Algihre supdrieure^ he. cil.) et, par consequent, 

n*{nx) 2/1'* 

en valeur absolue. Done les termes qui ne correspondent pas aux d^- 
nominateurs des reduites ferment une serie absolument convergente. 
Pour le denominateur Q;, d'une reduite, on a 

done 



Q«MQ.*) Q» 



:n 



(') Les r^sultats de la th^orie des fractions continues, sur lesquels nous nous appuierons 

dans ce qui va suivre, peuvent Stre rdsum^ de la mani^re suivante : x 6tant Tincommen- 

p 
surable, ^p la (/n- 1)**^ r6duite, a^ le quotient complet correspondant h Q^, on a 

^ — rr est compns entre ->^-7-v- — et TTiTi — -7\ — \* 
Enfin, si n n*est pas le denominateur d'une i^duite, 

(/fx) > — , en valeur absolue. 

Remarquons, en outre, que P., Q, ne dependent que des quotients complets a,, a,,. . ., 
a^_,. Si done une incommensurable est inconnue quand Q. a 6te oblenue, on pent choisir a, 
arbitrairement, ce qui donne P.^,, Q„^,, puis a^, arbitrairement, et ainsi de suite. 
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a„ designanty commc precedemment, le n'^'"^ quotient complet. Or il y 
a une infinite d'incommensurables pour lesquelles la s6rie 

Z Qi 

sera convergentei par exemple toutes celles pour lesquelles an ne d^- 
passe pas une certaine iimite. 
Soit encore la serie 

f{x) = lan (sinn^Tr)', 

qui sera egalement convergente dans tout intervalle si la serie la„ 
est absolument convergente. Nous allons d'abord etablir un lemme pr6- 
liminaire en cherchant une Iimite superieure de 

[sin(a:7r -f- Att)]' — {sinx^y 
, 

nn 

lorsque, x restant fixe, A prend toutes les valeurs possibles. Posons 

siD(a;7r -+- /itt) =/*, sinarTr = a*. 

On pourra ecrire Texpression pr^cedente 

. hn 
r' — a' sin(j77r4-A7r) — sinxTT r-f-a a / AttX 

y*— a» hn y^ -^ ay -h d* In: \ i ] 

2 

J" et a etant plus petits que i» Texpression est en valeur absolue infe- 
rieure k — -• Le minimum du denominateur a lieu pour 

jK= — -• En substituant cette valeur dej^, on a done 



[ sin (x 7r-4- Att)]* — (sin^ TT)* Stt _ 

^ 3[sin(^7r)f 

en valeur absolue, et quel que soit A. 
Ge lemme ^tant admis, revenons k la fonction/(a7) et supposons 
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que X soil commensurable et egal ^ la fraction irr^ductible -• On 
aura 

/ X / (3?-f- h )'-f{x) ___ 2 ^ [sin(iiir7r ^/iAtt)]' - {sXnnxTzy ^ 

^AXknxit ne pent prendre que les q valeurs, 

. TT .271 . (Cf— l)7r 

sm-» sm -->•••» sin— ^-» smTi, 

dont la derniere est nulle et correspond aux termes pour lesquels n est 
un multiple de q. D^bomposons la serie/(a?) en deux, Tune (f{x) 
formee des termes pour lesquels n n'est pas multiple de '9, Tautre 
^ [x) formee des termes pour lesquels n est au contraire multiple de q. 
On aura 

Gonsid6rons d'abord la s^rie <f[x)\ on a 

2. 1 

. . " ^{x-{- A ) — 9 [x) _ ^ [sin(/i^7r-4- n A TT )]*--( Sinn a?7r)' 

la somme ctant ^tendue k toutes les valours de n non multiples de q. 
Pour tousles termes, on a, d'aprfes le lemme, 



\s\i\[nx'n -h /iAtt)]* — (sinn^Tr)* 8/i<7„7r 

A ~^ ^' 

3(sin/ia;7r)' 

sinna^TT prend Tune des valours 

. TT .271 . (^— OtT 

sin-» sin- -?•••» sm-- ^> 

9 ? q 

et demeure superieure a tout nombre fixe A plus petit que les ^ — i 
sinus precedents. Done la serie (7) a ses termes inferieurs en valeur 
absolue a ceux de la serie 

87: -, 
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Si nous supposons que cette derniere s^rie soit absolument conver- 
gente, la s^rie (7), consider^e comme fonction de A, sera uniformement 
coDvergente dans tout intervalle, et Ton aura le droit (th^orbmeYlI) 
de faire tendre A vers zero. Done on aura 



y (j7-f-A) — y jx) _\^ 1 



(sinnxTT)* 



la somme qui figure dans le second membre 6tant toujours etendue 
aux valours de n non multiples de q. Si nous d^signons cette somme 
par L, nous pourrons poser 

y (^ 4- A) — y (a:) = A (L 4- e), 

£ tendant vers z6ro avec A. 

ConsidSrons maintenant la s^rie ^{o^), qui se compose des termes 
pour lesquels n est multiple de q. On aura, en posant n = n'q^ 

La s6rie la^^g {n'q)* est convergente, puisque la s&rie Inun Test deja 

par hypoth^se. D'ailleurs ^^^^ est toujours plus petit que 1. La 

serie {&) est done uniformement convergente par rapport k A dans 
tout intervalle, et Ton peut faire tendre A vers zero. On aura done 

lim -^ J — -^ — = TT* la^f{n'qy , 

A' 

et si nous designonsle second membre par K, nous aurons 

e' tendant vers zero avec A. 
En tenant compte des resultats que nous venous d'etablir» Tequa- 

Annales de Vicole Normale, a* S^rie. Tome IV. 1 4 
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tion (P) nousdonnera 

f(a: -f. A) -f{x) = A (L 4- e) -+- li~' (K 4- e') == A^(K -f- e''), 

t" tendant vers zero avec A. Ainsi^ pour toute valeur commensurable de x, 
I' accroissement de lafonction esl de la forme 

(K-+-e")A\ 

et la dens^ee est par consequent infinie, 

Ce fail analytique correspond, en Geometrie, a un point de rebrous- 
sement avec la tangeute verticale. 

Gel exemple nous parait surtout remarquable en ce qu'il montre 
clairement qu*il existe des fonctions continues qui ne sont ni crois- 
santes ni decroissantes dans aucun intervalle. 

M. Hankel, qui I'a traite par une methode inexacte, affirme que, 
dans le cas oil x est incommensurable, la serie des derivees des termes 
est convergente et represente la derivee de la fonction. Gela a lieu, il 
est vrai, pour un grand nombre d'incommensurables, mais la proposi- 
tion n'est pas generale. Soit, en effet. 



1 



2nani: cosnxT: 



3 - 

(sinnx'ny 



la serie des derivees : en faisant usage des resultats deja signales rela- 

tifs aux incommensurables, on reconnaitra qu'on pent disposer des 

. quotients complets de telle manifere queles termes correspondant aux 

denominateurs des reduites soient aussi grands qu'on le voudra ; et, par 

consequent, la s^rie n'ayant pas ses termes tendant vers zero avec - 

ne pourra etre convergente. 
Voici un nouvel exemple presentant une propriete nouvelle. Soit 

F(:r) = \ — ^ sinnj;7rsin(Y logsin'/ij:?:). 

On suppose que la serie 2a„ soit absolument convergente et, par suite, 
la serie F{x) sera convergente pour toutes les valeurs de x. La serie 
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des derivees des terines est 

f(x) = 2flr„sinf 7 -f- Y logsln^nxTr j cos(/ij:7r), 

etelleest, d'aprfes les hypotheses faites, uniform^mentconvergentedans 
tout intervalle. Les terines soot des fonctions cootinues devenant inde- 
terminees chacune pour un nombre limite de valeurs de x dans un in- 
tervalle donne. lis sont done susceptibles d'integration, et Ton a, en 
effet. 



F(x) 



Jo 



Reciproquement, d'apres le theoreme VI, Y [x) aura pour derivee 
/(a?), excepte pour les valeurs commensurables deo:, et alors on s*as- 
surera aisement, par une recherche directe, que la derivee est ind^ter- 
minee. Ainsi nous obtenons une fonction dont la derivie existe pour 
toules les valeurs incommensurables ^ mais est inditerminee pour Us va- 
leurs commensurables. 

Nous terminerons en donnant un exemple d'une fonction qui n'a de 

dirivde pour aucune valeur de la variable. 

Soit 

sin [i .2.3. . . (n-hi)x] 



/(-)=X 



1.2.3... n 



La serie qui represente /(a?) etant uniform6ment convergente dans 
tout intervalle, la fonction est evidemment continue. Pour rechercher 
si elle a une derivee, deconiposons-la en deux parties et posons 






''-'sin[i.2.3. . . (n'hi)x] 



1.2... n 
sin[i .2.3. . . {n -j-i) x] 



1 . 2. 3. . . /I 

Soit ensuite 

1.2.3. . .N X NA=:2e. 



On trouvera facilement 



^{x-\-h) ~ \it{x) __ e 
h e 



•4 
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etant une quantite comprise entre — i et +i, et 

■^ ^ 21L_i = X »C0S[(l.!l.3...A) X]^€ Sln[( I .2.3. . .^)x] + G)(N,€), 

Gj (N» £) designant une fonction qui tend vers zero quand, £ restant fixe, 
N croit indefiniment et, par consequent, h tend vers z^ro. 

En nous appuyant sur ce que /(a?) est la somme de <f[x) et ^{x), 
nous aurons done 

''— fl^ — ^LA-L^y ncos[(i.2.3...n)^] — esin[(i.2.3....N)d?] 

-f-(k)(e,N)H 

Si la fonction/(a7) avait une d^riv^e, le second membre tendrait vers 
une limite fixe, indipendante de €, quand, € restant fixe, N croitrait in- 
definiment. 

Or on s'assurera aisement que ce second membre ne peut avoir une 
iimite independante de€ que dans le cas oil sin [(1.2... N)a?] tend vers 
zero quand N croit indefiniment. Done deja la fonction/(ar) n'a pas 
de d^rivee toutes les fois que x n'a pas ete choisie de telle manifere que 
sin [(1.2... N)a7] tende vers zero quand N croit indefiniment. 

Considerons maintenant ces valours de a?, en nombre infini dans tout 
intervalle, pour lesquelles sin [(1.2... N)a?] a zero pour limite quand N 
croit indefiniment. On verra facilement que dans ce cas le rapport 

f(x-^li)^f(x) 

h 

se rapproche indefiniment, quand N croit, de la somme 

IN 



I 



iicos[( 1 .2.3. .. n)x\ 



Or cette somme ne tend vers aucune limite; car, d'aprfes les hypo- 
theses faites, sin[(i.2...N]a:) ayant zero pour limite quand N croit, 
cos[(i.2...N)a7] se rapproche indefiniment en valeur absolue deTunite 
et la somme precedente dont le terme general devient indefiniment 
grand, ne peut avoir aucune limite. 
Done, dans aucun cas, la fonction f{x) na de derivde. 
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IX. — Definition d^une classe singulihre de fonctions 

discontinues. 



Soit 



et posons 



?(r)=r'sinp 



9' (y)=:2jrsin COS-1 



pour J" different de z6ro; 

9'(o) = o, 

pour J' = o, Alors 9' [y) sera toujours, meme pour^ = o, la d6rivee 
(le ?(y)» par rapport ^y\ seulement la fonctioD (f'[y) sera discontinue 
pour J' = o. On a d'ailleurs, pour j' < i , 9' [y) < 3. 
Formons la serie discontinue 

/'(j?) = 27rfl,9' (sinnj?7r)cosn^7r-h. . ., 

qui sera uniformement convergente si la s^rie 2a„ est absolument con- 
vergente. Les termes de cette serie sont des fonctions de x discontinues 
pour certaines valeurs de a?, mais susceptibles d'int^gration. On aura 
done 

D'aprfes le theorfeme VI, /(a?) sera, dans tons les cas, la derivee de 
F [x). Ainsi nous obtenons une fonction continue dont la ddrwde est dis- 
continue pour toutes les valeurs commensurables de x, mais existe pour 
toutes les valeurs de x. 

En partant de la remarque prec^dente, nous allons montrer qu'il 
existe des fonctions discontinues qui jouissent d'une propri^t^ que Ton 
regarde quelquefois comme le caractfere distinctif des fonctions conti- 
nues, celle de ne pouvoir varier d'une valeur ^ une autre sans passer 
par toutes les valeurs interm^diaires. 

Soit, en effet, f{x) une fonction dont la d^riv^e existe pour toute 
valeur de 07, mais soit discontinue. Supposonsque, poura7=:j?ot xk^x^^ 
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la derivee prenne les valeurs 

Je (lis que, si x varie de o^o a a?^ f[oo) passe au moins une fois par 

toutes les valeurs intermediaires entre A et B. Soil, en effet» M une de 

ces valeurs 

A>M>B, 

et formons la fonction 

F(x) — Vix. 

Cette fonction continue aura, pour x = Xq^ une derivee A — M positive 
et, pour iF = ir<, une derivee B — M negative. EUe commencera done 
par etre croissante quand x variera de x^ a a7«, puis elle finira par 6tre 
decroissante pour x = Xt. Done elle aura un maximum qu'elle attein- 
dra pour une certaine valeur 

et pour lequel sa derivee sera nulle; on aura done 

f[x9-he (Xi — X.)] — M = o. 

Ainsi tout nombre M intermediaire entre A et B est une valeur de la 
derivee. 

La seule objection qu'on pourrait faire a notre conclusion, c'est que 
la derivee doit necessairement etre continue. L'exemple que nous 
avons donne montre qu'il n*en est pas ainsi et que la derivee peut etre 
discontinue un nombre infini de fois dans tout intervalle, sans Stre 
jamais indeterminee. 

Get exemple n'est pas, du reste, en desaccord avec les notions que 
nous avons de la continuite et de la discontinuite des fonctions. II est 
clair que, si la loi d'une fonction est telle que ses variations soient 
brusques, elle ne peut varier d'une valeur a une autre en passant par 
toutes les valeurs intermediaires. Par exemple, si Ton a 

Vimf{x-^h)=f{x-ho)>f{x), 
\\mf{x^h)=f{x^o)<f{x), 

h tendant vers zero par des valeurs positives, il est clair que, lorsqueo; 
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variera de x — A, a a: + Am la fonction ne prendra pas toutes les valeurs 
comprises entre/(a? — A,) et/(a? 4- A,). Mais il y a, nous Tavons vu, 
d^autres genres de discontinuite et il existe des fonctions pour les- 
quelles la limite de/(a7 + h) est indeterminee quand h tend vers zero. 
Par exemple, lorsque h tend vers zero, /(a? 4- h) pent prendre toutes 
les valeurs comprises entre /(a;) — K* et/(a7) -h K'*. Un exemple 

simple de ce cas nous est offert par la fonction sin— lorsque x tend 

vers zero. On conQoit que de telles fonctions, pour lesquelles/(a7 -h h) 
a une limite indeterminee, ne puissent passer d'une valeur k une autre 
sans atteindre toutes les valeurs interm^diaires. 

C'est a cette dernifere classe de fonctions qu'appartiennent les deri- 
vees des fonctions continues quand elles sont finies et existent pour 
toutes les valeurs de la variable. Soit, en effet, F(a7) une fonction con- 
tinue ayant une derivee. On aura, d'apres le th^oreme des accroisse- 
ments finis (* ), 

hf etant compris entre zero et h. 

Quand h tendra vers zero, il en sera de meme de A, d'apres une loi 
inconnue. On voit que la d6rivee F'(a?) doit etre ou continue ou dis- 
continue, de telle maniere qu'il y ait un systfemc de valeurs de h pour 
lequel F*{x + A) — F'(a?) tende vers zero avec h. Cette propriete exige 
que ¥'{X'+-h) ne tende vers aucune limite* determinee quand h tend 
vers zero; car, si cette limite existait, elle serait F'{x) et la fonction 
derivee serait continue. 

II semble difficile d'indiquer un caractere general qui permette de 
reconnaitre si une fonction /(a?) a une fonction primitive, c'est-k-dire 
si elle est la d^riv^e d'une autre fonction. 

Dans le cas, toutefois, ou/(a:) est susceptible d*integration, la so- 
lution pent 6tre donnee. En effet, s*il existe une fonction Y{x) telle que 

¥'{x)=f(x), 



(*) roirla belle demonstration de ce th^rdme, donn6o par M. 0. Bonnet, dans le Traitc 
de Calcul differentiel et integral, de M. Serret, 1. 1, p. 17. Cette demonstration suppose 
seulement que la derivee existe et soit flnie. 
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OD aura 

out en appliquant le theoreme des accroissements finis, 

F(^) - F (a) =/(a -h 0. 3.) 3. -l-/(a:. -h 9,3,) 3, -h. . .-l-/(a:»_, -h 6,3,) 3«, 

les d ayant la meme signification que dans I'article III, et par conse- 
quent F(a7) ne pourra etre que Tint^grale d^finie 



Ch- 

a 



I f(x) dx. 



On effectuera cette integration et il restera k voir si rint^grale a pour 
derivee/(ir). 
II taut pour cela que Ton ait 



i 



f(x)dx = [f(x)-i-t]h. 



£ tendant vers z^ro avec h. Or I'iategrale est la limite de 

lorsque n croit indefiniment. Done, pour qu'une fonction susceptible 
d^int^gration soit la d^rivee d'une autre fonction, il faut et il suffit que 
sa valeur moyenne dans Tintervalle (a?, a? -+- A) 

devienne egale a/(a7) quand h tend vers zero, h doit etre pris succes- 
sivement positif et negatif. 

ao Janvier 1874. 
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INTRODUCTION. 

1. L'^tude des fonctions d'une variable imaginaire definies par une 
equation, etude qui s'est substitute a la recherche, souvent imprati- 
cable, de la forme explicite de ces fonctions, a, dans notre siecle, pro- 
fondement renouvele I'Analyse. C'est, comme on le sait, a Gauchy que 
revient la gloire d'avoir fraye cette voie nouvelle. Les travaux de 
M. Puiseux sur les racines des Equations algebriques, ceux de MM. Briot 
et Bouquet sur les fonctions doublement periodiques et sur les equa- 
tions diflerentielles ont, en France, amplement prouve la fecondite de 
ridee de Gauchy. En AUemagne, les belles decouvertes de Riemann 
ont accelere un mouvement scientifique qui, depuis lors, ne s'est pas 
ralenti. 

Geux qui aiment la science et qui ont trop de raisons pour se defier 
de leurs facultes d*invention, ont encore un role utile a jouer, celui 
d'elucider les recherches des autres et de les repandre : c'est ce que j'ai 
essaye de faire dans ce travail. 

Les Equations differentielles lineaires ont ete I'objet des recherches 
deSturmet de M. Liouville : c'est au point de vue des valeurs reelles de 
la variable et des solutions reelles de Tequation que se sont places ces 

Annalei de I'Ecole Normale, q" Serie. Tome IV. 1 5 
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deux savants, et ils ont rencontre la une serie de propositions extreme- 
ment remarquables; inais I'etude de ces niemes equations, lorsqu'on 
n'apporte aucune restriction aux valeurs de la variable, restait comple- 
tementa faire. Dans son Cours de Tannee i863, M. Weierstrass donna 
quelques indications sur ce sujet; en 1866, M. Fuchs publiaun premier 
Memoire {*) qui peut etre considere comme fondamental dans lath^orie 
des equations differentielles lineaires; il completa ses recherches dans 
un Memoire qui parut deux ans aprcs. Depuis lors, cette etude a ete k 
Tordre du jour en Allemagne : M. Thome, entre autres, a retrouve les 
principaux resultats de M. Fuchs par une autre methode ; mais celle 
de ce dernier m'a semble plus lumineuse. Plus rccemment, M. Fuchs 
a donne de ses principes une serie d'applications qui en montrent la 
fecondite : ces applications sont liees a la theorie des fonctions abe- 
liennes et je ne les aborderai point ici; j'ai cherche seulement a expo- 
ser, de la fa<;on la plus claire et la plus rapide qu*il m'a ete possible de 
le faire, les principes fondamentaux de la theorie des Equations difTe- 
rentielles lineaires. 

2. Les equations dont il s'agit sont de la forme 

Onsupposera, en general, que les quantitcs/7i,/j2»**-9/'/iiSont des fonc- 
tions continues et uniformes de la variable, sauf pour des valeurs par- 
ticulieres. La premiere partie de ce travail a ete consacree a la defini- 
tion precise de ce qu'il faut entendre par la solution d'une pareille 
equation ; dans la deuxieme on a rappelc quelques proprietes des equa- 
tions differentielles, indispensables pour la suite; dans la troisieme 
on s'est occupe des points singuliers et Ton a donne, pour les valeurs 
voisines de la variable, certaines formes sous lesquelles pcuvent etre 
misesles solutions de Tequation differentielle et qui font ressortir les 
causes de la multiplicite des valeurs de ces solutions ; dans la quatri^me 
partie on a etudie specialement une classe particuliere d'equations dif- 
ferentielles dont les solutions jouissent, relativement aux points criti- 



(' ) Journal de Crelle^ t. LXVI, p. lai. 
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ques, de proprietes remarquables; eafin la cinquibme partie coatieDt 
quelques applications. 

3. Tai suppose conous les principes relatifs a la representation des 
quantites imaginaires et k la theorie elementaire des fonctions de ces 
quantites. J*ai constamment confondu la valeur de la variable et le point 
qui la represente (sur le plan ou la sphere), et ne les ai point distingues 
par des notations differentes. Je me suis permisd'introduire Texpression 
de domaine d^un point qui repond k Tallemand Umgebung : j'entends 
par la les environs de ce point, et plus precisement la portion du plan 
ou certains developpements en serie de la fonction que Ton etudie sont 
convergenls. S'il s'agit, par exemple, d'un point a et d'un developpe- 
ment en serie suivant les puissances entieres et positives de a? — a, le 
domaine du point a sera le cercle de convergence de cette serie. 

I. 

4. La definition precise des fonctions qui satisfont a une equation 
differentielle lineaire 

dry d'^—iy d'^-^y 

repose sur le theoreme fondamental qui suit : 

Soil a un point du plan des Xy telque dans son domaine les coefficients 
P%9P2^"t Pm de I* Equation ( i ) soient des fonctions un formes et continues 
de la variable x, on pourra satis faire a cette Equation par une fonction 
un forme et continue dans le voisinage du point a, les valeurs de cette fonc- 
tion et de ses m — \ premieres ddrivees au point a etantarbitraires. 

La demonstration de cette proposition repose sur les principes qu'ont 
employes MM. Briot et Bouquet pour etablir Texistence d*une inte- 
grale dans une equation differentielle ordinaire. 

Remarquons d'abord que, s'il existe une fonction uniforme et con- 
tinue satisfaisant a Tequation (i) et que Ton donne les valeurs j^, 
y©' ••' ji'""'^ de cette fonction et de sesm — i premiferes derivees du 
point a, on pourra trouver aisement les valeurs des derivees suivantcs 
aumeme point : Tequation (i) donnera immediatement la valeur de la 

i5. 
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derivee m*^"^ et celles qu'oa en d^duirait par la diff6reDtiatioii» les va- 
leurs des deriv^es suivantes ji*""*^' \ ji'^^'^ • • • • Remarquons encore que 
toutes ces valeurs se deduisent des valeurs jo» y©'---' ^^"^^ ^^ ^^s va- 
leurs finies que preunent pour x = a les coefficients /7|,j92»-«m Pm et 
leurs deriv^es par les simples operations d'addition et de multipli- 
cation. 
Cela pose, si la serie 

X — a , [x — aY . 

r. + -7-/. +Sr:^^- ■+-••• 

est convergente, la fonction qu'elle repr^sente satisfera evidemment a 
Tequation (i) : tout revientdonc a etablir la convergence de cette serie, 
quelles que soient les valeurs choisies ^o\xtyQ^y\^..., yT''^- Nous eta- 
blirons pour cela la convergence d'unc autre serie dans laquelle les 
coefficients auront des valeurs positives respectivement plus grandes 
que les modules des coefficients correspondants de la s^rie pr^cedente. 
Soit r le rayon d'un cercle decrit du point a comme centre et dans 
lequel les coefficients/? restent des fonctions uniformes et continues; 
soient Mo Ms*..., M;„ les modules maximum de p^y p2f.*f Pm dans 
Finterieur de ce cercle. Posons en outre 

M. H, H. 



= 9'> — - — :; = 9»*--> — z — I = 9-; 



X — a X — a X — a 
I I I 

r r r 

on aura, d'apr^s une proposition bien connue, 

en repr^sentant en general par [/(a?)]^ la valeur de/(a?) pour a? = a. 
Considerons maintenant Tequation 

etd^signonspar Mo, m^^,..., i^*^"'^ les modules deyo»yo»'-'»j^'"~'^ ft>r- 
mons les valeurs pour x = a des derivees successives d'une fonction 
qui satisferait a Tequation (3) et dont la valeur au point a serait Uo, 
ses /7i — I premieres derivees admettant, au meme point, les valeurs 
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w'oi "o»--» "o'"'^- On aura h effectuer identiquement les memes calculs 
que pour Fequatiou (i) ; seulement les quantites/i,, p2,...fPm seront 
respect! vemen I remplacees par(p,, 92»---» <Pm> et ^o> yo>---» Jo'""'^ par 
Me, "o*.--. Wo'""'^- Toutes les quantites i/^, K'^\... que Ton obtiendra 
ainsi seront posilives, et, a cause des inegalites (2), on aura en ge- 
neral • 

Si la serie a coefficients positifs 



x — a , (x—aY 

Mo H «i' -f- — - a, -f- . 

I 1.2 



.1 



est convergente, elle representera une fonction satisfaisant h Tequa- 
tion (3), et de plus la serie 



X — a , (^— a)' 



sera necessairement convergente. II suffit done, pour notre objet, d'eta- 
blir que Tequation (3) admet toujours comme solution une fonction 
uniforme et continue ayant au point a la valeur u^y les valeurs de ses 
m —I premieres derivees etant pour le meme point m'^, u\,..., u['"~'^; 
cette fonction, en effet, ne pourra differer de la serie 



Posons 



x — a , (x — aY „ 

I 1.2 



X — a 

z = 9 



r^quation ( 3 ) deviendra 

remplaQons-y u par \ h^z'' et ^galons, dans le resultat, les coefficients 



o 



de z* dans les deux membres, il viendra 

(m -+-A-)(m-f-/r— i). . .(/f-t-i) 6«+a 
=:(/?n-/r — i)(m-i-fr— 2)...(/r4-i)(/r-4- M.r) b^^^^ 

"f-M, r'(m-+- A* — 2) (m-+- A— 3).. .(/r -+-i) 6,H4-2-f-. . .-f-Mmr-fcA. 
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Cette equation fournira pour Ics b des valeurs positives, si Ton a 
clioisi b^, 6|, 60,..., 6,„^i plus grands que zero; on en tirera d'ailleurs 

. / H- Ml r . 

/i -4- ni 

Si I'on suppose Ics quantites b^.b^,..., b^^t positives, toutes les quan- 
tites b seront aussi positives, et I'on aura certainement 

pourvu que Ton ait 

M, r'^m^ 

condition a laquelle ou peut toujours satisfaire en rcmpla^antMf par 
une quantite plus grande; on aura des lors 

6«.4^_, "~ k -\- m (m -4- A-) (m'-h /f —I j *»,4-*~i 

__ _ Mm r* bk ^ 

(mH- /r) ( m -h idr — i) . . .( A* 4- 1 ) K+*-i ' 

II y a dans Ic second membre un nombre fini m de termes; les rap- 
ports 

bm-i-k-i bk 

._, . . ., . . 

sont tous inferieurs a Tunite : la limite de ce second membre pour i 
infini est done Tunite, et si, par consequent, le module de z est plus 
petit que i, la serie a coefficients positifs 



3D 

1 



bkz\ 



o 



determinee comme il a ete explique, sera convergente, quelles que 
soient les valeurs positives que Ton a choisies pour 6^, A,, b^,..., &,„_, ; 
done, quelles que soient les valeurs positives que Ton choisira pour 
£/„, u^,J £/o" '■, il exislera une fonclion uniforme el continue u satisfai- 
sant a Tequation (3) : notre proposition peut, par consequent, ctre 
consideree comme etablie. 
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5. II est, (I'aprfes cela, aise de definir d'une faQon trfes-precise ce 
qu*il faut entendre par une fonction satisfaisant a Tequation (i) 

Soit T une portion du plan des x limilee par un contour simple et 
dans laquelle les coefficients />i • />2» • • • • /^w soient des fonctions de la va- 
riable X toujours uniformes et continues, a I'exception de points singu- 
tiers isoles les uns des aulres. 

Soient Xq et x deux points quelconques non singuliers de la sur- 
face!; joignons-les par une courbe quelconque x^x situee entiere- 

Kig. I . 




ment dans la surface T et ne passant par aucun des points singu- 
liers; choisissons arbitrairement pour les valeurs dey et de ses w — i 
premieres derivees au point Xq des quantites quelconques jo» Xoy'i 
yi"""'^' Au moyen de la continuitc, on pourra en deduire les valeurs de 
la fonction J tout le long de la courbe XqX. On pourra en effet decrire 
de Xo comme centre un cercle de rayon suffisamment petit pour qu'il 
soitsituc entierement dans la surface T et pour qu'il existe une fonction 
uniforme et continue dans son interieur, satisfaisant a requation'(i) et 
telle que les valeurs au point ^r© de cettc fonction et de ses m — i pre- 
mieres derivees soient y^* yo»--» ^0"*"'^' Tout le long de la portion de 
courbe comprise dans le petit cercle les valeurs de y et de ses derivees 
seront parfaitement determinees; on arrivera ainsi a un points?,, pour 
lequel yet ses/n — i premieres derivees auront les valeurs j,,y|,..., 
yr^'K et que Ton traitera comme le point x^; en procedant ainsi de 
proche en proche, on arrivera ainsi avec des valeurs toujours determi- 
nees et variant d*une faQon continue, jusqu'au point x. 
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6. A la foDction ainsi d^finie on pourra evidemment appliquer les 
th^or^mes relatifs aux fonctions continues. 

Ainsi, si deux chemins situes dans Tinterieur de T conduisent du 
point Xo au point x [fig. 2), et si Ton pent les ramener Tun \ Tautre 



Fig, 2. 




sans passer par aucun des points singuliers, on arrivera a la meme va- 
lour en x^^\ Ton a choisi les memos valours initiales en x^^ que Ton 
suive Tun ou Tautre des deux chemins. 

La fonction y satisfaisant a Tequation (i), ayant en x^ avec ses 
m — \ premieres d6riv6esles valours arbitrairesj'o,y(j,...,j^'"~'\ estd^- 
veloppable en une serie convergente procedant suivant les puissances 
endures et positives de a: — ^0 dans tout cercle ayant le point x^ pour 
centre et no contenant dans son interieur ni point singulier ni portion 
du contour de T. 

Si Ton decrit autour de chaque point singulier un petit cercle et qu'on 
supprime les portions de la surface T contenues dans ces petits cer- 
cles, puis que Ton pratique un systeme de coupures allant du premier 
cercle au deuxieme, du deuxieme au troisieme> etc., du dernier enfin 
au contour de T, assujetties en outre a ne pas so croiser et k ne pas 
rencontrer, sauf la dernifere, le contour de T, on deduira ainsi de la 
surface T une nouvelle surface T' a contour simple, dans I'interieur de 
laquelle toute fonction satisfaisant a I'equation (i), et definie comme 
precedemment^ restera finie, uniforme et continue. 

Cos diverses propositions s'etendent evidemment au cas oil la sur« 
face T embrasse tout le plan (ou toute la sphere) des x. Seulement le 
contour de T doit alors etre remplacc par une circonference de cercle 
decrite de Torigine comme centre avec un rayon infiniment grand (ou 
par un cercle infiniment petit entourant sur la sphei*e le point oo ). 
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II. 

7. Nous allons maintenant etablir et rappeler quelques propri^tes 
importantes des integralesd'une equation diOerentielle lineaire 

d^finies comme pr^c^demment. Nous conserveroDs nos hypotheses rela- 

tivement auxcoefficients/i|,/72»..-9/'m; nous supposerons, enoutre, que 
les chemins suivis par la variable ne passent pas par les points singu- 
liers et ne rencontrent pas le contour de la surface T. Lorsque nous con- 
sidererons simultanement diverses solutions de Tequation, nous suppo- 
serons que les chemins suivis par la variable aient meme origine et 
coincident constamment ou au moins puissent se ramener au meme 
chemin sans passer par aucun des points singuliers : les diverses solu- 
tions ne seront distinctes que par les valeurs initiales choisies, tant 
pour les fonctions elles-memes que pour leurs m — i premieres deri- 
v6es. 



8. Nous commencerons par etablir deux lemmes dont nous aurons 
besoin plus tard. 

I® Si Us m fonctions y^f y^y*>*tym sont telles que le determinant 



D = 



dx^' 


d— ^r. 

daf"-* 


d'^-yy. 


d'^-'Xt 
dar » 


rf— -»r« 


• • • • • 



r» 



rfx"-' dx"-' 



• • • 



soit identiquement nul, it existera entre ces fonctions une relation lineaire 
a coefficients constants, teUe que 



La reciproque de cette proposition est evidente. 
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Remarquons d'abord que le determinant 



D' = 



drjr^ rf'-'.ri 



dx^ 


dar-^ 




dar-* 


rf"r« 


dr-^Xm 



... jr, 



• • 



• r. 



• • • • • 



daf dx^"^ 



qui ne differe du precedent qu'en ce que ies elements de la premiere 
colonne ont et^ respectivement remplaces par leurs deriv^esy est la Ak- 
rivee de D. En effet, si dans ce dernier determinant on donne k x Tac- 
croissement dx^ il deviendra, en ne tenant compte que des accroisse- 
ments du premier ordre. 



rf«-«j, ^ dry^ , rf—'r* _L *^*r» 









dx 



dx^' 



-*- 



dar-' 



dx 



T^ ^ 



dr. 

dx 



dx 



^ dx illT! + '^^Illl dx 
dx' dx'~' a*""' 



r -4- ''•^' dx 



• • t 



tiLZat ^tll^ dx 

dx^"^ dx^ dx^" 



d^^Xm , dr-^ y, 



dx^'' 



dx 



pdx 
dx 



oUy en developpant en somme de determinants^ supprimant, comme 

etant au moins du second ordre^ ceux dont deux colonnes, au moins, 

contiennent dx en facteur et faisant attention k ceux qui sont identi- 

quement nuls, 

D^Wdx. 

D' est (y)nc bien la derivee de D. 

Par suite, si D est identiquement nul, il en sera de mSme de D^ D^- 
signons maintenant par d, G^t,..., €,„; C^, C^t..., C^^es mineurs res- 
pectifs de ces deux determinants relatifs aux colonnes extremes de 
droite, on aura Ies deux series de m — i identites qui suivent : 

C, J, H- Ca Ja -f- . . . -h C« 7« = O, 

ax ax ax 



^^ d'^^t ^ p d^-y^ 



dx^ 



dxr-' 



dx^* 



DBS IITTdGRALES OES l^UATIOITS DIFF^REITTIELLES LIH^IBES. 1^3 

et 



C.^+C,^+...4-C 



dx ^ dx ^ dx 



m -aZ — °» 






o. 



Elles moDtrent que Ton a 






0U| en general, 

cc; -CyC; 

(Cyr 



o; 



> 



mais d I (^ 6tant les deriydes de Q, C/, ce rapport est la d^riyee de 

ce dernier rapport est done une constante : il suflit de diviser la pre- 
miere de nos identites par Tune quelconque des quantit^s C pour aper- 
ceyoir la verite de la proposition annonc^e. 

^® S* j'l , j'a V • > ^m ^^^^ ^ solutions de Viquation diffdrentieUe ( i ) 

et si Von ddsignepar D k mSme determinant que prdcidemment, on aura^ 
G dtant une constante ( * ) , 

Si dans le determinant D', d^riv^e de D, on remplace les elements de 



(*) Gette proposition est due 2i M. Liouville. 

i6. 
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la premiere colonne verticale de gauche par les quantit^s ^gales 

P' -d^ + P' d^i.^^ -^ ■ —^ P-r'. 

• f 

p>-d^+P'-S^i^--^P'r~^ 

que Ton developpe le determinant resultant en somme de determinants 
et qu'oD fasse attention aux determinants nuls, on tombera sur Tiden- 
tite 

d'oiiy en integrant 

Si la constante C est nulle, il y aura, d'aprfes la proposition pr^ci^ 
dente, une relation lineaire k coefficients constants entre les quantit^s 

9. Soient j'n ja,.,., j;„, m fonclions satisfaisant a Tequation (i) du 
paragraphe precedent et telles que, pour le point initial x^^ le deter- 
minant design^ ci-dessus par D ne soit pas nul; de telles fonctions exis- 
teront evidemment toujours; le determinant D, d'apresle lerome pre- 
cedent ne sera jamais nuU sauf aux points singuliers. Nous donnerons 
k Tensemble de ces m fonctions le nom de systime fondamental d^inti- 
grales. On apergoit de suite qu'entre les m elements d'un systime fon- 
damental n'existe aucune relation lineaire a coefficients constants et 
que reciproquement tout systeme de m fonctions satisfaisant k Inequa- 
tion differentielle et n'etant reliees par aucune relation lineaire k coef- 
ficients constants forme un systbme fondamental. 

10. Toute solution de I'dquation diffdrentielle peut sexprimer linSaire- 
tnent au moyen des ddments d^un systeme fondamental quelconque; en 
d'autres termes^ entre m -f- 1 solutions de l' equation differentielle existe 
toujours une relation lineaire a coefficients constants. 
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Si Toasubstitue en eifet dans T^quation differentielle (i) lesm-M 
solutions considerees ^< , ja»..., Jm+o on obtiendra m-f-i Equations 
d'ou Ton deduira que le determinant 






ri 



r« 



• ••••• 



• • • • 



dx* 

d^x^ 
daf 

•••■•• 



est identiquement nul : d'oii r^sulte la proposition ^notnc^e. 
On peut encore remarquer que, si I'on pose 

on pourra determiner les coefficients constants G|, Ca^..., C;„ de maniere 
que, pour x = a?o» la fonction qui constitue le second membre soit 
egale a la fonction ym-^n cette egalite subsistant pour les m — i pre- 
mieres derivees des deux fonctions; on aura pour cela h resoudre 
m equations du premier degre dont le determinant, qui n'est autre que 
ledeterminantDpoura?=: Xq, est, par hypothese, different de zero. Les 
deriveessuiYantesserontaussiegalespoura; = a?o> ^ cause de I'equation 
differentielle meme. Les deux series representant les deux membres 
de Tegalite posee seront done identiques pour des valeurs convenables 
des coefficients G : c'est precisement ce qu'il fallait etablir. 

11. Soient j,, y2»"-> ym ^^ Elements d'un systeme fondamental el 
soient Y, , Yj, . . . » Y,„, m intdgraUs s^exprimant au moyen desy^ , Elements 
yif'fym p(^r ^s Equations 



Y. 
Y, 



c„r. 



C„ /j 4- . . . -f- dm Xmy 

C,j /f -I- . . . 4- C*» Xm, 



* « — y^m\ X^ "^ ^miX^ -+-... -h CiffMi^iR \ 



Y , , Ya , . . . , Y;„ formeront ou non un systeme fondamental selon que le dd- 



1^6 
temunant 



S = 
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^11 VllJ . . • 


c. 


CiJi ian • • • 


c« 



• • • • • • 



\Jmt ijmi • • Ciui 



sera different de zdro ou igal a ziro. 

En eifet, si Ton designe, comme ci-dessus, par D le determinant 
forme avec les quantitesy,, y2>--M Jm et leurs m — i premieres deri- 
vees et par D, le determinant analogue relatifaux quantites Yu Ys»...» 
Yjnf on aura 



12. Soient y^ y2f'"j ym^s iUments d^un systeme fondamental et v^ , 
♦'2y'» ♦'/!» '* fonctions liniaires a coefficients constants des n dldmentsy^^ 
y2f"'9 ynf difinies par les Equations 



=1 



c«pr«; 



p=i 



^1 » ♦'2» • • • f Vn\ yn-hi t J/i4-a» • • •> Jul formeront un systeme fondametal si le 
diterndnant 

V«ll Vill • • • i-'ln 



v«ni G 



'Ml • • • ^Jl« 



est different de ziro. 

En effety il est bien aise de voir qu*il n'existera alors aucune relation 
lineaire a coefficients constants entre v^, i'2>--M ^«; J«-f-i» J^iH-afMjm- 
Cest d*ailleursun cas particulier de la proposition precedente. 

13. On obtiendra en particulier un systeme fondamental par le pre- 
cede suivant, bien connu pour la resolution des equations lineaires. 
Soit/i une integrale de Tequation 



(I) 






Pmr- 
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Oil fera 

(a) r^^rJ^^^i 

et, en substituant dans r^quatioD (i), on obtiendra T^quation lin^aire 
d'ordre m — i 

(3) 5?^=«'aF=r+«'a^+-+«-'^' 

oil • 

•• 1 

__ I r, m(m — i)...(m — r-f-i) rf*"/! 

(4) ( ^* L 1.2. ..r rfj;' 

(m~i)(m — a)...(m~r-f-i) rf^'ri . 
'^ 1.2... (r— i) a^*^* 

(m~y)(m— y — i)...(m— r-+-i) d^>r« . . 

Soit maintenant Z| une solution de cette Equation et faisons 

(5) y^=]rjz,dx. 

Posons de meme 

z = ZxJtdXf 

nous formerons une equation diOerentielie en t d'ordre m — 2, dont je 
designerai par r, une integrate; faisons encore 

(6) 7, = /,/z, dxft, dx; 

continuous ainsi jusqu'k ce que nous soyons arrives ^ une Equation du 
premier ordre dont je designerai par (^4 Tint^grale. Soit 

( 7 ) Xm = JTifZi dxftx dxfui dx. , . fwi dx; 

je dis que le systeme d'integrales ji. 72»"m J'm est un systbme fonda- 
mental. Pour le prouver, ii faut montrer qu'il ne pent exister de rela- 
tion k coefficients constants de la forme 

c. rt-*-c. /!-+-... -*-c«r- 



^rtj 



ia8 
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Si une pareille relation existait, on pourrait la divisor par y^ qui est 
different do zero ; on obtiendrait ainsi 

differentiant cette derni^re idontite, divisant par z, et continuant de 
la sorte, on arriverait k prouver que C^ est nul ; puis, en remontant, 
qu'il en est de memo de Cm^t , C^^a^ ...»€,• 

14. Le determinant que nous avons design^ jusqu'k present par D, 
forme au moyen du systeme fondamental precedent j'j, ^a.-.-jj^,,,, s*ex- 
prime d'une faQon remarquable au moyen des solutions j^o ^ff*> ^i 
des equations lineaires successivement employees. 

Designons, en eifet, parD'le determinant analogue relatifkun sys- 
teme fondamental de solutions de Tequation (3) en z; on aura, d*aprte 
un theoreme precedent, 

0U9 en vertu de la premiere des Equations (4)> 

oil G, C designent des^constantes ; de Ik 

D = C D'/7, 
de memo 

et finalement, en multipliant toutes ces identit^s, 

C designant encore une constante» 

III. 

15. Nous allons maintenant nous occuper des points singuliers : 
nous supposerons desormais que les coefficients />n/>2»«--f />m de Tequa- 
tion differentielle 
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soQt uniformes dans tout le plan des x (ou sur toute la sphere) et quails 
n'y presentent qu'un nombre fini de points de discootiDuit^ isol^s les 
UDs des autres. Parmi les propositions que nous etablironSt plusieurs 
s'appliquent au cas oil les conditions d'uniformile et de continuity ne 
sent satisfailes que pour une portion limitee T du plan ou de la sphere ; 
mais il sera trop ais6 de les reconnaitre et, au besoin, d'en modifier 
r^nonc^y pour que nous y insistions. 

Dfes lors, a cause du theor^me fondamental, une solution quel- 
conque 7 de Tequation (i) sera une fonction de a? continue, excepts 
pour les points de discontinuite des coefficients et pour le point oo de 
la sphere : on ramenera Tetude de ce dernier h celle d'un point sin- 
gulier a distance finie au moyen d'un changenient de la variable ind^ 
pendante. Par exemple, on le rambnera au cas d'un point singulier 
situ^ a Torigine des coordonnees, en faisant 



1 



dx dt ' 

dx' ~ dP dt ' 



et, en general, 



• • • 



(— l)»-7^=/'»-r^4--(n— l)/^« -TT-T -*-••• 

^- I.J..P ^ -("-)(»-'»M»-/>)/"-^-^^ 

4-2.3... nf^'-^' 

at 

16. Soit maintenant a un point singulier quelconque et soient^,, 
/s>---» ym les elements d'un sysleme fondamental d*int^grales de 
Tequation 

(•) d^=P'-d^-^P^d^-^--^P-r- 

Supposons que la variable fasse le tour du point a et soient 
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les nouvelles valeurs des integrated quand le tour est accompli : ces 
nouvelles fonctions sont encore des solutions de T^quation (i) et for- 
ment, d*apres ce qui a ^t6 etabli prec^demment, un systfeme fonda- 
mental : eltes pourront done s'exprimer en fonctions Uneaires a coefficients 
constants des anciens dUments yify2*''*f ym^^ mqyen d' Equations tettes 
que 

[yj =<xiiyi -t-aiiT^ 4-.. .-^-otmymf 

|>'t]' = (Xu 7i -f- a»j r» -4- . . -f- aui y--., 



(^) 



[ymY = a-iijl -4- a«,7, 4- . . . -4- Ummym , 



le determinant 



R = 



Xti OCii ... am 

CCti CCu • • • Otm 

.. •• .*• ••■ 

OCmt 0Cm7 • • • ( 



etant different de ziro. 

17. J'insisterai dfes k present sur cette propriety si simple, relative- 
ment a leurs points singuliers, des fonctions qui satisfont k une equa- 
tion diflerentielle lineaire k coefficients uniformes; elle est caracte- 
ristique de ces fonctions et permet de les reconnaitre, absolument 
comme la nature de leurs points critiques permet de reconnaitre les fonc- 
tions algebriques. Nous aliens, en eflet, etablir la proposition suivante : 

Soient 

y^9 Xi* • • • » Xm 

m fonctions dex continues^ saufpour des points singuliers isolds les uns 
des autres, uniformes dans les portions de plan [ou de sphire) a contour 
simple qui ne contiennent pas de points singuliers : si, lorsque la variable 
fait le tour d' un point singulier, les nouvelles valeurs 

de ces fonctions sont Hies aux premieres par des Equations liniaires it 
coefficients constants telles que les equations {2) du paragraphe pricident, 
ces fonctions sont les integrates d'une Equation differentielle liniaire a 
coefficients uniformes. 
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Cherchons, en effet, une equation lin^aire 

41aquelle satisfassentcesmfonctions; nousaurons, pour en determiner 

les coefficients /'i,/'2>--M/'m» ^ resoudre le systeme de m equations du 
premier degre 






^' rf:c"-» 



/>«r.» 









• • 



Pmym\ 



le determinant de ces equations 



dxr-"" 

dx^-^ 



r» 



r» 



• • • • • • 



• • • • 



ne pent etre identiquement nul que si les fonctions^sont liees par une 
relation lineaire k coefTicients constants. Supposons qu'il n'existe pas 
de pareille relation, ce que Ton pent toujours faire en ramenant, 8*il en 
est besoin, les fonctions^ k etre en moindre nombre : le determi- 
nant D jouira, relativemenl k la continuit6 et k Tuniformit^, des 
memes propriet^s que les fonctions^oyafM^m elles-memes. 

Soit Da le determinant obtenu en y rempla(;ant les elements de la 
gihmt eolonne k partir de la gauche par 



daf^ daf* 



djf 



On aura, en general. 






»7 
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les points oil /?« peut cesser d'etre uniforme sont les points singuliers 
des fonctions /o 72 v> /m* Or» lorsque la variable tourne autour d*un 
de ces points, p^ ne change pas, car Da et D sont multiplies tons les 
deux par le determinant designe par R dans le paragraphe precedent. 

En particulier, lorsque chaque point singulier a de Tune quel- 
conque/r des fonctions 71 » 72'***» 7m s^ra tel qu*on puisse toujoucs 
trouver un nombre p tel que {x — of yr soit dans le domaine de a une 
fonction uniforme finie et continue, it en sera de m^me pour chacune 
des quantites Da, D, et le point a sera pour p^ un zero ou un infini 
d'ordre entier, ou meme un point ordinaire. Si la meme circonstance 
se presente pour le point 00 de la sphere, ramene, comme il a et^ ex- 
plique, a distance finie, la fonction /?«• uniforme sur toute la sphere, y 
presentera un certain nombre de pdles separes les uns des autres par 
des espaces finis, par suite, en nombre fini, et sera, par consequent, 
une fonction rationnelle. 

Pour donner de suite un exemple, considerons le cas d'une fonction 
^ de a? definic par une equation algebrique entiere en x et^, du degr6 
m en 7. Les m racines de cette Equation seront des fonctions de x qui, 
relativement k la continuite et k la nature de leurs points singuliers, 
satisfont aux conditions ci-dessus mentionn^es. De plus, quand la va- 
riable tourne autour d'un point singulier, elles ne font que s'^changer 
entre elles, ce qui est un cas particulier des relations ( 2 ) du paragraphe 
precedent : on en conclut qu'elles satisferont k une equation differen- 
tielle lin^aire qui sera d'ordre m s'il n'existe entre les racines aucune 
relation lineaire k coefficients constants, et d'ordre moindre dans le cas 
contraire; si la somme des racines n'est pas nuUe, r^quation diffiren- 
tielle admettra une solution rationnelle. 

II est aise de former effectivement cette equation : 

Soit /(a?, y) = o Tequation propos^e, du degre m en 7 et admettons 
pour simplifier que le coefficient dey" soit une constante; soit, en 
outre, f (a?) = o le resultat de Telimination de y entre les deux equations 

On pourra poser identiquement 

?(^)=/(^,r)A-f.^B, 
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oil A et B sont des polynomes en x^ y dont les degres sont respective- 
ment m — 2 et m— i par rapport k y. Or on a 

dy dx dx 

dx '^ " ~^^ " ^(x)' 
dy 

a cause de requation/{a7,7) = o; on ramenera — B^ k ne contenir 

y qu'k la puissance m — i au moyen de celte meme equation et Ton 

dr P 

aura mis -f- sous la forme — 7-^> oil P| est un polynome entier en x, y, 

ax cf (x) * •/ */ 

necontenantyqu'au degrem — 1; en designant par Pa, P3,..., Pm^es 
polyndmes analogues, on pourra faire 



d'r_ P, d\r __ P3 ^^ dy__K__ 

dx^'^[(^{x)Y^ dx* [?(^)J''*"' dx^ [?(^)]"* 

En 6Iiminantj^,y',..M^'""* entre lesm — i equations 

dr Pi rf*r Pi rf^r P- 

dx 9(^) </^* [?(^)j* ^^^ [?(^)]'" 

on tombera visiblement sur une Equation lineaire de la forme 

oil les quaulites Q,, Qa,..., Qm sont des polyndmes entiers en x. 

Nous aurons plus tard I'occasion d'etudier des equations ayant pre- 
cisement cette forme : on voit que les points singuliers sont, comme on 
devait bien s'y attendre> les racines de Tequation 

<f{x) =0. 

A ces points singuliers s'ajouteraient, si le coefficient dey" n*etait pas 
une constante, les points correspondant aux valours de x qui annu- 
leraient ce coefficient. 

On reconnaitra sans difficulte que, reciproquement, si une Equa- 
tion diflerentielle lineaire k coefficients rationnels admet une solution 
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alg^brique /, racine de T^quatioD irr^ductible et eDtiere 

elle admettra comme solutions toutes les autres racines de cette Equa- 
tion. 

18. Revenons maintenant a la theorie gen^rale. Puisque toute solu- 
tion d'une equation diflerentielle lineairesexprlmeen fonction liniaire 
a coefticients constants des elements d'un systeme fondamental, il suffit 
cvidemment de savoir comment se comportent les elements d'un sys- 
teme particulier dans le domaine d*un point singulier, pour 6tre ren- 
seigne relativement a toutes les integrales de I'equation diff^rentielle 
donnee. 

Or, pour chaque point singulier donne, il existe un systeme fonda- 
mental dont les Elements se comportent d'une fagon simple, ainsi que 
nous aliens le mettre en lumiere. 

Soient, comme ci-dessus» 

les elements d'un systeme fondamental queleonque de solutions, et 

les nouvelles valeurs de ces Elements quand la variable a fait le tour 
complet d'un point singulier a; supposons ces nouvelles valeurs liEes 
aux anciennes par les relations suivantes, ou les a representent des 
constantcs : 

[j, ]' = a,, y\ -f. a„ J, -f . . . -+- a^ X^> 



(2) 



[jm]' = «., X\ -+- OCmtXt -4- . . . -f- amrnXm- 



Posons 



li = ^, ^, 4- X,/, -f- . . . -f- XmX^ 



my 



o^if ^a>**M ^m Etant des constantes que nous allons chercher a dEter- 
miner de maniere que 

(3) [iiy = a)ii, 
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[u]' designant la yaleur de u apres un tour de la variable autour du 
point a et ci> etant une constante ; on devra avoir 

[uY= y\ (a,i Xx -4- a„ :cj-+-. . .-+-««, :r«) 
4-/1 ( aia X\ -+- ait ^j -+-... -h a«2 ^«) 






On satisfera k cette condition en determinant o), a:,, o^n*..., x^ par les 
Equations 

(a,i — ft))X| -4- aaiAT: 4- . . . H-a«i ar« =o, 
an ^1 -+- ( ajj — ft)) X, -h .\ . -f- a«, :r« = o, 



OixmXx -+-aw.^a-i-. . .-4- (ai«m — ft) ) ^« = O, 

qui entrainent la suivante : 



a,, —ft) 


a,i 


• • • 


ami 


a.a 


ajt— ft) 

• • • • • 


• • • 

• • • 


ami 



CCtm 



amm—(^ 



= o, 



Cette ^nation, k laquelle, vu son imporlance, nous donnerons desor- 
mais le nom A' equation fondamentale relative au point a, fournira en 
general m valeurs pour o) : chacune de ces valeurs porlee dans les 
Equations (4) permetlra de determiner des quantiles proportionnelles 
k a?4,a;2,...,^m> 6t donnera par consequent une fonclion u[^). 

19. Les racines de I'equation fondamentale sont independantes du 
choix du systeme fondamental : cela resulte de ce que les fonctions u 
qu'elle permet de trouver et les quantites co qui en dependent sont, 
d'apres ce que Ton a vu, parfaitement determinees. II reste toutefois 
une legere difficutte lorsqu'elle admet des racines multiples : on aper- 
(;oit bien que deux equations relatives a deux systemes diflerents ont 



( ^ ) En particulier, si cetle ^uation admottait comme racine une solution de T^quation 
bindme /''— i = o, on obtiendrait une fonction qui reprendrait la mSmo yaleur aprds p 
tout autour du point singulier, comme une fonction alg^brique. 
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les mSmes racines, mais on ne voit pas que les degr^s de multiplicity 
de ces racines soient les memes. On pent d*ailleurs, et dans tous les cas, 
demontrer directement cctte propriete en se fondant sur ce que, dans 
cette equation, le coefiicient de o)* est la somme des determinants mi- 
neurs principaux du V^^^ ordre du determinant 



a, I Osi 



OLm\ 



0.ym CLx 



m • • 



On prendra un second svsteme fondamental dont on exprimera les 
elements lineairement en j^i, y2f-) 7m» puis on calculera les quan- 
tites qui, dans ia nouvelle equation, remplacent les a, et Ton consta- 
tera que les sommes susdites ne changent pas par la substitution 
(Briosghi, § 7, formule 6i). 

20. Supposons d'abord les racines de Tequation fondamentale toutes 
difTerentes entre elles et designons-les par g)^ , coa,..., cii>;„ : on en d^ 
duira, comme il a et6 expliqu^, m fonctions a^, i^^,..., u^ telles que, 
en general, 

Cesm fonctions ferment un systeme fondamental, car s'il existait entre 
elles une relation a coefficients constants, telle que 

C, M, -f- C» Ma -f- . . . -4- Cm W« = O, 

on en conclurait, en faisant tourner la variable autour de a, 

C, W, Ml -+- C, COj M, -+-... -f- Cm (f>m Urn = O, 
C, W' M, -+- C, COJ M, -+-... -h Cm Wm Mm = O, 



C, W^-' M, -h C, W?-' M, -+-... -+- CmW^-' Mm = O 



d'oii 



I 
I 



0), 

• • 



Gt) 
Gt) 

(A 



0) 



m— I 



Gt) 



m— 1 



• ■ • a • ■ • 



m 



Gt) 



m— 1 
m 



= 0, 



ce qui est impossible. 
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21. Gonsiderons maintenant le cas oil ta^ estune racine multiple : on 
pourra toujours determiner une integrate jouissant de la propriety in- 
diqu^e par Tequation 

Substituonsausystemefondamental7o72>*-M XmCeluique Ton en de- 
duit en remplagant Tune de ces fonctions, j^i par exemple, par u, ; il 
suffit pour cela que x^ ne soil pas nuK Or, en general, les quantU 
teso?!, ^2**-*« ^m ne sont pas nulles simultanement, et soient 



(=»)' 



[M.y^o), i/„ 




[yiY P»« "• + P« r^ -^ • 


. . -+- (3m X«» 


[r*Y — P*' wi-^-PMra-H. 


. . + Pam /«• 


rj^y=(3«ia, -+-p„7,-f-. 


• • * • • • • • J 



les formules analogues auxformules (2) du § 18; I'equation fonda- 
mentale 

&),— &) Pji Psi ... (3, 

o (3« — 0) (332 ... p, 

O (3m (3»»— ft) ... P«a 



'Mt 



'Ml 



P»m 



• • • Pimm 



0) 



= O 



aura (§ 19) les memes racines que celle qui est relative au systeme 
^MyjfM J'm • on en conclut que Tequation 

Paa — » (Sat ... ^mi 

(3,3 Pas — W • . . P«3 



>2M 



P}M 



... Pmm— W 



= 



admet encore la racine co^ et que, par suite, les equations du premier 
degr6 en X2f X3 . . . . » Xm> 

Paj Xa -+- (3a, X3 -f- . . . -h (3,« X<„ = 0), X,, 
Ps, Xj -+- (Sis X2 -+-... -f- (3sm Xm = COiX], 



PmsX, -h (3«3X3 H- . . . -f- P««X« = 0), X«, 
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sont compatibles; si d'aprfes cela on pose 

on aura pour la valeur que prend U2 lorsque la variable a fait le tour du 
point singulier a 

[UtY = { Pa. X, -+- Psi X, -+- . . . 4- Pmx X«) M, -f- (0, M„ 

ou 

a>ai etant une constante. Si co^ est une racine triple de T^quation fonda- 
mentale primitive, on remarquera qu'au systeme fondamental i^^ Xs* • • • • 
y^ on pent en substituer un autre, obtenu en remplagant par u^ Tune 
des fonctions^, ^2 p^i* exemple. On repetera le raisonnement qui pre- 
cede pour le systeme fondamental u,, 2^2»J^a»«-*9 J^m'* ^^ arrivera ainsi 
aisement a la proposition suivante : 

Si Gd, est une racine multiple d'ordre X de Viquationfondamentalet it 
existera un groupe de X intigrales u^^ z^o,.,., u\jouissant des propriit^ 
exprimies par les dgalitis qui suivent : 

(6) { [WjI'—Ws.i Wi -*- Wi,aWj-+-WiM3, 



5i /e5 racines distinctes de V Equation fondameniale sont gj^, c^s,..., a>„, 
et qu'eUes soient respectivement d'ordres de multiplicity dgaux a X^ X,, . . . , 
X;,, onformera ainsi n groupes comprenant en tout X|-f-X2 + ...+ X;, = m 
integrates qui, d'apres ce qui a etd exposd prdcddemment^ constituent un 
systime fondamental d' integrates de Viquationproposde. 

22. Les proprietes que nous venons d'etablir, relativement k un sys- 
teme fondamental particulier, nous permettent de trouver des formes 
sous lesquelles on pent mettre les elements de ce systfeme dans le do- 
maine du point singulier a. 

Soit d'abord une int^grale u^ , telle que Ton ait, aprfes que la variable 
a fait le tour du point a, 

[a,]'=:a>, a,. 
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Posons 

g»«r»^ = «,, r, = ==: l0g(k)|, 

aTTy' — I 

en prenant pour logcoi une quelconque de ses valeurs; la fonction 

reste uni forme dans le domaine du point a; en la designant par f i (^)» 
on pourra poser 

Si done V Equation fondamentale admet m racines distinctes wi , wj, . • • • 
«,„, il existera un systime fondamental dont les dUments pourront Stre 
mis sous la forme 

oil 

r. = — Iog&)«, a = 1 , 2, . . . , m. 

27rv^— I 

les diffirences mutuelles des nomhres r^ ne pouvant jamais Stre entiires et 
les quantitds 9a(^) reprdsentant des fonctions uniformes de x dans le do- 
maine de a, ddveloppahks en doubles sdries procddant suivant les puis- 
sances entiires positives et negatives dex — a et convergentes dans le do- 
maine du point a. 

23. GonsideroDS maintenant le cas d'une racine ci)| multiple, d'or- 
dreX; il existera alors un groupe d'integrales i^i, u^,..., ux, jouissant des 
propriet^s exprimees par les equations (6) du § 21 : la premiere U| sera 
de la forme 

oil 

r, = —r^ logo),, 

aTiy — I 

et oil (pn {x) est une fonction uniforme de x. Gonsiderons mainteuant 
laseconde; on a 

[|/j]'=:&)ai W, 4- W, M, 

et, par suite, 

|_W,J W, II, 

i8. 
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(Nous designeroDS d^sormais, comme nous ravens fait jusqu'ici, par 
[/(a:)]' ce que devient/(a?) quand la variable a? a fait le tour du point 
singulier a). Ce point singuliera a, d'apres cette derniere ^galite, le 

caractfere d'un point singulier logarithmique pour la fonction — S c'est- 
k-dire qu'a chaque tour de la variable elle est augmentee d'une quan- 
tity constante — • II suit de la que la fonction 

rr r= log(x-a) 

'*« 0), .27rv — I 

est uniforme dans le*domaine du point a; si on la designe pour un 
instant ^2itf[x)^ on pourra poser 

(8) ^ = ^^log(x-a)-f./(^). 

La fonction 

est aussi uniforme; on devra done prendre u^ de la forme 

(9) M, = (:p— a/' [?ji (jp ) -f- 9m log(^ — a)], 

les deux fonctions 921(0;) et (f^^[x) etant uniformes et la dernifere ne 
diflcrant de 9h (^) que par un facteur constant. 
On aura de memo, pour la troisieme fonction. 



ttij 0)i 0)1 Ux (Mix 

ou, en vertu de Tequation (8), 

M'= ^ u ^--^;L_ Iog(:r-a) 4. ^ -4- ?^7(^). 

On conclut de Ik que la fonction ~ se comporte dans le domaine du 

Ux 

point a comme la fonction 

k[\og{x — a)]' -f- v|; {x) [log (ar — a)], 

oil >test une constante et vp(a7) une fonction uniforme qu'il serait ais6 
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de determiner; on est ainsi anient k mettre u^ sous la forme 

( 10) M, == (^ — a)'-! |<p3, (x) 4- 9„ {x ) log( J? — a) -f- 9„ [log(^ — «)? j» 

oil fti(^)» 7s2(^)» 7ss(^) repr^sentent des fonctions uniformes dans 
le domaine du point a. On pourrait continuer de la sorle ; mais les for- 
mules (7), (9), (10) font pressenlir la loi cherchee et Ton est amene a 
^noncer le theoreme suivant, que nous n'aurons plus qu'k verifier : 

Si oii est une racine multiple d'ordre X de V equation fondamentale, il 
existera un groupe d'integrales u^^ i^,,... , u\jouissant des propridtes defi- 
niespar les igalitds ( 6) ^11 § 21 et powvant se mettre sous les formes 

«/, = (:p— a)*-* [9,1 4- 9m log [x — a)], 

(11) I u,-={X'-aY' {951 -+-98»log(x — «)-+-9ja[log(a: — «)»j, 

9 

mx = (:p — rt^{9\i-+-9xilog(^ — a)-+-. . .H-9xx[log(jr — /i)]^'j, 

oil 

r, =:-- .= logo),, 

et oiitf^^^ 92i»**-» 9xx sont des fonctions uniformes dans le domaine du 
point a. 

On verra de plus que ces quantites peuvent sexprimer liniairement au 
moyen de celles d'entre elles dans lesquelles le second indice est i et que^ 
en particuUer^ les fonctions 9,1, 922f-> 9xx ^^ different que par des fac- 
teurs constants. 

Pour verifier celte proposition, nous la supposerons vraie lorsqu'on 
se borne aux /i — i premieres integrales u^^ as,..., a^,., et nous etabli- 
rons que la forme consideree subsiste pour u^. 

On a, par les equations (6) du § 21, 

(l2 ) ["«]' = Will Ml -H &)«, M, -h . . . 4- W„,«-i M„_i -h W| Un \ 

maintenant on pent toujours poser 

(i3) a„ = (ar — ay.|9„i-f.9„,log(^— a)4-...4-9«,[log(:p— a)l^*j, 
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en donnantaux fonctions f„a» 9iisf*» 7im telles formes que Ton Youdra, 
pourvu que Ton determine convenablement fn* •' nous allons les expri- 
mer en fonclions Hn^aires des fonctions 9, dont le premier indice est 
inferieur k n; elles seront par suite uniformes dans le [domaine du 
point a. 

Dans ce but, nous egalerons les coefficients des puissances 1, a,..,, 
n — I de log (a; — a) dans les deux fonctions obtenues : la premiere en 
remplagant dans le second membre deTequalion {12) Ui9U2y..., u^ par 
les valeurs que fournissent les equations (11), la seconde en suppo- 
sant que dansle second membre de Tequation (i3) la variable fasse le 
tour du point a» (pn* se changeant alors en [<piii]' et9„2»'-*» 9nn gardant 
leurs valeurs primitives : on obtient ainsi, apr^s avoir divise par 
{x — a)''s une equation identique et n — 2 equations dont le type est 
le suivant : 

/>=A-+-1 pmA + i 

m 

pour les valeurs i, 2,..., n — 2 de *. Ces n— 2 equations permettent 
de determiner (p^if <P/i4)**«> 9nn ^n fonction lin^aire des quantites 9, 
dont le premier indice est inferieur a n, quantites qui sontconnues. 

Ces equations etantsatisfaites, les parties restantes des deux valeurs 
de [M„]'doivent etre identiques, c'est-a-dire que Ton doit avoir 

nous determinerons 9^2 p^i* Tequation 

[27:^—1 9«,-4- (27r^^)'9«-f-. ••-^(^TTv^— i)"~^<p«,]m, 

= ««, <pii -4- W«t 921 -I- . . . H- W«,n-i 9ji-m, 

et il restera 

ce qui montre que la fonction tpn^ doit etre uniforme, ainsi que nous 
I'avions annonc^. 
On voit aussi que les fonctions 9 peuvent toutes s'exprimer en fonc- 
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tion lin^aire in coefficients constants de celles d'entre elles dont le se- 
cond indice est Tunite. 

En particulier, celle des equations (i4) qui correspond au cas oil Ton 
prend k= n — 2 donne 



d'ou 

(n — 1} (n — 2). . . I ^c«)|27rv^— I j 

ce sont Ik les proprietes que nous avons annonc^es. 

II y a lieu de remarquer que, si les fonctions z^i, Uj,..., ux jouissent 
des proprietes qu'expriment les Equations (6) du paragraphe prece- 
dent, on obtiendra un groupe de fonctions jouissant des memes pro- 
prietes, en rempIaQant Tune quelconque Uf^ de ces fonctions par une 
combinaison lineaire 

«, tt, -+- aj a, H- . . . -f- a* tt* 

de cette fonction et de celles dont Tindice est moindre. Cette remarque 
nous sera utile. 

On pent arriver aux formules (11) d'une fa^on bien plus rapide, mais 
moins rigoureuse, en eniployantun procede bienconnuet qui consiste 
k passer du cas des racines simples a celui des racines multiples. 

Soient, en effet, r le logarithme, divise par 27rV— i, d'une racine 
simple de T equation fondamentale, et 

(x— ay <f{x) 

I'int^grale correspondante : la fonction 9 depend ^videmment de r; re- 
presentons-la par 

<p(jr,r). 

Supposons qu'une seconde racine de I'equation fondamentale tende 
vers la premiere; il existera une seconde integrale que nous pouvons 
representer par 

h 6tant une quantite infiniment petite. La fonction 

(a: — a)^^(^(xxr-^ h) — (x — aff^i^Xxr) 

- _ 
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est aussi une integrale; or, lorsque A s'annule, c'est-k-dire lorsque les 
deux racines devieDnent egales, cette quantite devieot 

On d^montrerait de merae que, si une troiai^me racine devient egale k 
la premiere, 

est encore une integrale, etc. Nous devions mentionner ce proc6d6, 
quand ce ne serait que pour montrer de quelle fa^on on pouvait decou- 
vrir immediatement les formules (ii); il y a lieu de remarquer aussi 
la faQon extremement simple dont sont tiees entre elles les fonctions qui, 
dans nos dernieres formuIes> remplacent les quantites ^h, ^ut..., fm- 

IV. 

24. Nous nous proposons maintenant d'etudier, parmi les Equations 
differentielles lineaires 

a coefficients uniformes/7o/'2*---« Pm> celles dont toutes les integrates 
jouissent de la propri^te de rester finies pour chaque point singulier a, 
quand on les a prealablemeut multipliees par une puissance conve- 
nable dex— a, et aussi pour a? = oo , quand on les a multipliees par 
une puissance convenabledeo:; mais auparavant il convient d*etudier 
de plus pr^s les fonctions que nous avons ete amen6 pr^cedemment k 
introduire comme formes des integrales d'une equation lineaire a coef- 
ficients uniformes, surtout dans le cas ou ces fonctions jouissent des 
proprieles dont nous venous de parler. 

25. Nous ^tablirons d'abord le theor^me suivant : 

// nepeut exister aucune relation identique de la forme 

Co {x — ay^ j(p..,, H- <pro.»log(^ — «) -f-. . . -f- <pr..«-i-. [Iog(:r - a) ]•} 
-u C, (a: — aj't j<p,^,, 4- cp.,., logfor — a) -4- ... 4- <pr..?+i [Iog(j: - a)P j 

-f- 

-4- C*(a? - af |9r,.i + ?v, Iog(^ - a) -4- ... 4- (p,^,^^, [log( x - a)]^| = o. 
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ou les r sont des quantites fives dont les differences ne sont m nulles, ni 
entieres^ oil les c sont des constantes et les (p sont des/onctions uniformes 
dans le voisinage du point a. 

PosoDSy en generaU 

les o seront des quantites diff<6rentes les unes des autres. Supposons 
que Ton fasse faire ^x k — i tours autour de a, on aura k equations du 

premier degre en.Co» C, C*, dont le determinant devra etre identi* 

quement nul ; or ce determinant, d^veloppe suivant les puissances en- 
tieres de log(a;— a), peutse mettre sous la forme 

les P 6tanldes fonctions uniformes dans le voisinage de a. Chacune de 
ces fonctions devra etre idenliquement nuUe, sans quoi Tequation 

P, -f- P, 3 -f- P, 3- -f- . . . 4- Pp 2? - : O 

aurait une infinite de racines. Or la fonction Pp est egale, a un facteur 
constant pres difi*^rent de z6ro» au produit 

qui est different de zero ainsi que tous ses facteurs. 
Par un raisonnement analogue, on voit que, si 

V = (ar — a)*" jcp. -+-9, log(x — a)-4-. . .-+- 9r[ log (x — «)]'"{ 

est une integrale de Tequation (i), (^ — ^r?r ^st aussi une integrale; 
car, si Ton substitue dans cette equation que Ton divise par {x —a)'*, 
le coefficient de [log (a? — a)]'" devra etre nul dans le r^sultat. Cette 
propriete doit etre rapprochee de la derniere partie du theoreme 
^nonce dans le § 23. 

26. Occupons-nous maintenant des fonctions de la forme 

(i) F = |9o 4- 9i log(a: — a) -f- . . . + 9„[Iog (a: — a)Y\ [x — «)% 

qui restent finies» pour x-^ a\ quand on les a prealablement multi- 
pliees par une puissance convenable de x — a, fpo9 9i** * ?/t sont, 

Jnnales de I'Eoole PformaU. 3^ Serie. Tome IV. 1 9 
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comme d*habitude, des fonctions uniformes de x dans le domaine du 
point a. Si I'on remarque que Texpression 

ou/> est positify est toujours nuUe pour a; = a» on voit que, pour que F 
jouisse de la propri^t^ demandee^ il faut et il suffit que les fonctions 
9o9 9i«...* 9At developpees suivant les puissances de a? — a, ne contien- 
nent qu'un nombre fini de puissances negatives deo; — a : des lors, on 
pourra trouver un nombre r tel, que Texpression 

soit differente de zero et ne soit infmie que comme une fonction 

(3) L = aH- (31og(^ — a)-f-. . . -f- X[log(j; — «)]* 

enlifere en log (a? — a) et ayant ses coefficients a, /3,..., X constants. 

Dans ces conditions, nous dirons que la fonction F appartient a Vex- 
posant r. 

27. On aperQoit immediatement que, si F, F| sont deux fonctions 
appartenant respcctivement aux exposantsr, r,, le produit sera une 
fonction de meme nature appartenant k Texposant r + r^ ; on aura de 
plus, en se servant d'une notation d^jk expliqu^e, 



[FXF.]'=[F]'X[F.]', [p;]'=f|^ 



< • • • 



Si Y appartient a Vexposant r, -j- sera une fonction de mime nature^ 

appartenant a Vexposant r -^ i\ il y a exception dans le cas oii, r itant 
nul, F n' est pas infini pourx = a. 
Soit, en effet, 

F=(ar— a)''{9.-f-9,log(a:— a)4-...-f-cp;,[log(^ — a)y+...4-9«[log(^ — a)J*}, 

les fonctions <po» 9n-'*» 9n ne contenant dans leur developpement que 
des puissances entieres ct positives de ^ — a, et ne s'annulant pas k la 
fois pour X = a^ on aura 

rfF 

2^ = ... 4- (^ — a)"-'[r<fp -hip -hi) (fp+i -h(x-a) 9'^ ][log(x ~ a)]? -I- . . . 
4- (^ — a)^' [r<fn -h (^ — a)9«][log(^ ~ ^)Yf 
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(f'p designant la derivee par rapport k a; de 9^; il s'agit d'^tablir que les 
coefficients des differeates puissances de log (a; — a) ne sont pas nuls 
k la fois pour ^= a; s'ils ^taient tous nuls, on aurait, pour cette meme 
valeur de x. 



r(fn=o. 

L'ensemble de ces egalit^s montre clairement que toutes les fonctions 
9n*"- >?/!«•••> ?o devraient etre nulles a la fois, ce qui est contraire k 
rhypothese : cette conclusion, toutefois, ne subsiste pas dans le cas ou 
rest nul; il suffit alors, pour que tous les coefficients des differentes 
puissances de log(a; — a) soient nuls, que Ton ait 

?«=o, 9«_, = o>..., 9, = 0, 

pour a? = a; si done cette circonstance se presente, c*est-k-dire si, pour 
J? = a, F se reduit k la valeur finie et non nulle de 9o» il y ^ura bien 

exception k notre theorbme; alors ^ appartiendra k Texposant zero 

ou, dans certains cas, k un exposant entier positif. 

En disposant cons^enahlement de la constante introduite par Vintdgron 
lion, on pent /aire que V expression 

JYdx, 

oii F appartient a V exposant r, soil une fonction de mime nature que F, 
appartenant a V exposant r + 1 . 

II suftit de se reporter k la regie de Tintegration par parties pour re- 
connaitre que JYdx est de meme nature que F, au moins lorsque Ton 
choisitconvenablementia constante d'integration : maintenant, que cette 
fonction appartienne k Texposant r-f-i, cela resulte du theorfeme pre- 
cedent ; il ne pent y avoir de difficulte que dans le cas oil la fonction 
fVdx, de meme nature que F, se trouverait dans le cas d'exception; 
mais alors, en modifiant la constante de mani^re que fYdx s'annule 
pour a? = a, cette fonction appartiendra necessairement k un exposant 
entier positif, et F a I'exposant moindre d'une unite. 

Remarquons encore que Ton a 



[i]'= ^ /t^''"^ - •>'f^3'^" -^ ^«»^'- 



'9- 
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28. SupposoD8 que, dansle domaine du point singulier x = a^ Icutes 
les integralesj^oja,. . , jm de T^quation 

w 

soient de meme nature que la fonction F [§ 26, Equation (2)] etappar- 
tiennent respectivement aux exposants r^ r,,..., r^^; supposons de 
plus ces integrates groupies comme il a ^t^ explique dans le § 23, 
chaque groupe correspondant a une racine distincte de {'Equation fon- 
damentale. 

Rcprcnons maintenant la methode et les notations expliquees dans 
le § 13; on peut ^videmment diriger le calcul et choisir les integrates 
y^, jZf, /,,..., (V| des equations successives de maniere a tomber sur le 
systeme fondamentalji^ysf-'J/n- On reconnaitra aisement que les 
diverses int^grales 7, , ^i, /«,..., (V| sont des fonctions de meme nature 
que F, mais ne contenant pas de logarithmes et appartenant, si Ton a 
convenablement choisi le systeme fondamentaU aux exposants r,, 
Ta — r, — f , Tj — Ta — I ,...; si, par exemple, les X premieres integrates 
yi»j2»«-»yx coincident avecle groupe a,, 1/2,... u\ [§21, equation (6), 
et § 23, Equation (i i)], on aura 

d ih 

ax Ux 

d'oii 

'^ ^ dx\^u,\'^ dx (OiUi ~ dxl^ulj " " 

ce qui montrequez, estuniforme; de plus, T^quation qui definit cette 
quantite montre qu'elle appartient a I'exposantra — r| — i, sauf dans 

le cas oil — se trouverait etre dans le cas d'exception signal^ dans le 

paragraphe precedent; on devra alors substituer k u, une combinaison 
de Ua et de u, telle, que 

Mj-f-C II, 

(C etant une constante) appartienne k un exposant r^ sup^rieur a 
n = r^, ce qui est toujours possible; alors la nouvelle valeur de z^ ap- 
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partiendra bien h Texposant r^ — Ti — i. Posons mainlenant pour un 
instant 

zx^t= n - — Ziftidxfutdx,...; 

uX U\ 

les fonclions z^y 23,. . ., zx-i sont de meme nature que F [§ 26, equa- 
tion (2)], jouissent de proprietes analogues k celles de l^4^ {/2>*--> <^x 
[§ 21, equation (6)] et appartiennent aux exposants respectifs 
Ts — r, -- r , r^ — r, — r , . , . , i\ — r, — i , au moins si Ton a choisi con- 
venablement les integrales u,, u^^. ., u\\ rien done n'empeche de rai- 
sonner sur 2,, z^.-y r)_, comme sur u^, 2/2,..., u\, Ainsi on aura 

t — — h 

^~ dx Zx 

et /, sera une fonction uniformei appartenant k Texposant 

Ta— r, — I — (r,— r, — i) — 1 = rj— r,— i, 

a moins que Ton n'aitr, = r2et que — setrouvedanslecas d'exception; 

ators on substituera k z^ une combinaison lineaire k coefficients con- 
stants de Z| et Za qui appartienne a un exposant superieur a r, : cela 
reviendra k substituer a u^ une combinaison lineaire de 213, 1^2 ^t i^i; 
ce qui (§ 23, remarque finale ) n*ofi*re pas d*inconv6nient. En continuant 
dela sorte, on reconnaJtra aisemcn ties proprietes annoncees; on recon- 
naitra de plus que, parmi les integrales y,, j3^,...,(v,, qui correspon- 
dent a un meme groupe d'integralcs du systeme fondamental, la pre- 
miere est la seule a ne pas etre uniforme; cela resulte d'ailleurs de ce 
que ces fonctions ne contiennent pas de logarilhmes et de ce que, en 
outre, les exposants auxquels elles appartiennent sont des nombres en< 
tiers. 

Remarquons encore que, d'apres ce qui precede, les fonctions 



i5o 
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apparliennent respectivement aux exposants 

Ti, Ta— I, r,— 2,..., r.,— (m— i), 



et quei par suitCi leur produit 



appartient k Texposant 



/727~». .. iVi 



r, 4- Tj -f- . . . -h r« — 



m(m — 



Or ce produit (§ 14) ne differe que par un facteur constant, non nuU 
du determinant 



D=. 



dx^^ 



r« 



r> 



• • • * 



Nous pouvons done enoncer le theor^me suivant : 
Le determinant Dpeut toujours itre mis sous la forme 



D = (x — rt) 



ri4-r,-4-. ..+ rm- 



m{m — 1) 



^{^)f 



^{x) dtant unefonction uniforme et continue dans le domaine du point et 
diffirente de ziropourx = a. 

Nous avons insiste plusieursfois, dans le courant de la demonstration, 

sur la necessite de choisir convenablement le systeme fondamentaly,, 

JafMj^mlorsque les exposantsr,, r.,..., r^ nesont pas tous diiTerents: 

dans ce clioix, en effet, la proposition cesserait d'etre vraie. Ainsi Te- 

quation 



admet comme solutions les deux fonctions \/x et ^x^ — 207, qui appar- 
tiennent toutes les deux, relativement au point singulierO, aTexpo- 
sant {; et le determinant 

— X 



D = 



H^X — 2 
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appartient k Texposant i et non a I'exposant zero que donnerait la for- 
mule pr^cedente imprudemment appliquee; mais si Ton choisit le 
syst^me fondamental 



^Xy ^X^ — 7.x — V^— 2^ = 



X' 



^^ — 2 -f- ^-- 2 sjx 



dont les elements appartiennent aux exposants \ et |, le th^orbme s*ap- 
pliquera sans difficulte. 

Nous avons suppose jusqu'ici le point a k distance finie; on pourra 
toujours ramener le point oo de la sphere k coincider avee I'origine au 
moyen d'un cliangement de variable (§ 15) ; on pent aussi le trailer di- 
rectement : on trouvera alors une serie de theoremes analogues^ aux 
precedents et sur lesquels il est inutile d'insister. Ainsi : 

Lorsquunefonction F sera telle que Von ait 

x-^Y = <po-H ?i log j: -f- 9,( log^») -f- . . . 4- 9i,( log^ )% 

9o» 9i»---) ?n etant dans le domaine du point oo desfonctions uniformes 
et continues qui ne sontpas toutes nulles a la foiSf on dira que F appar- 

rfF 
tient a I'exposant a ; ^ appartiendra a Pexposant a — i , saufles cas 

d* exception; fTdoc, si Von choisit convenahlement la constante^ appar- 
tiendra a Vexposant a + i . 

S^y^^y^i'-'^ym ^ont les elements d^un systeme fondamental de solutions 
appartenant aux exposants r^^ ^2^...^ r^f et si ce systime est cowenabk- 
ment choisi^ le determinant D pourra Stre mis sous la forme 

mfm — i) 
TV ri -4- r, -*-... -+-ra, i-- , . 

\S = x > x(^)> 

%{x^ Stantf dans le domaine du point oo » une fonction uniforms et con- 
tinue, differente de ziro pour a? = oo • 

29. II est maintenant bien aise de decouvrir la forme des Equations 
diff^rentielles lineaires dont toutes les int^grales sont dans le domaine 
du point singulier a, de la meme nature que la fonction F[§26, Equa- 
tion (n)]. Nous appliquerons la meme m^thode qu'au § 17. Soienty,, 
JsfMjm les Elements d'uu systeme fondamental d'int^grales, choisis 
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et groupes comme il a et^ expliqu^ dans les paragraphes precedents: on 
resoudra par rapport a/>o /'2* • • • « /'m lo systeme d'^quations du premier 
degr6 



rf*" r™ _ d"*-^ Km rf""' r« 

■^/x-" " P' d^^ '^P' d^i H- . • . -+- />-r«> 
d'ou Ton tirera, en conservant les eolations du § 17, 

P^=-^' 

Or, lorsque la variable fait le tour du point singuliera,les determinants 
Da et D sont multiplies par un meme determinant R, dont les elements 
sont les coefficients de la substitution lin^aire qui permet d*exprimer 
les nouvelles valeurs de /oja,..., ym au moyen des anciennes. 
II en resulte que, si Ton pose 

D et Da seront respectivement de la forme 

D = (^ — a)"^vj;(^), 

n et/i' etant des nombres entiers, ^{oo) et ^'(^) des fonctions uniformes 
dans le domaine du point a (ceci avait d'ailleurs ete etabli pourD). Si 
done on developpait les deux determinants Da et D, les logarithmes dis- 

paraitraient completement. Cela pose, soientr,, r, T;,. les exposants 

auxquels appartiennent respectivement ji, 72,..., y,n; multiplions 
chacun des elements des determinants Da et D par une puissance de 
X — a egale k — Texposant auquel appartient cet Element : cet expo- 
sant etant calcule par le tbeoreme du § 27, sans tenir comple du cas 
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d'exceptioD, cela reviendra k multiplier Da par 

2 ,. . 

et D par 

[i = m T 

Les deux determinants ainsi modities et ne contenant pas de logarithmes 
seront necessairement des fonclions uniformes et continues de (v dans 
le domaine de a, car leurs elements appartiennent (§ 27 j aux exposants 
supposes ou a des exposants plus forts de nombres enliers positifs; de 
plus le second ne sera pas nul, pour a? = a en vertu du paragraphe pre- 
cedent : il en resulte que le quotient />a(^ — «)* est une fonction de x 
uniforme et continue dans le domaine du point a; elle pent etre uuUe 
pour x = a^ mais jamais infinie; representons-la par Pa(^)> on aura 



Done : 

Si toutes les integrales d'une equation differentieUe lineaire, dont les 
coefficients satis/ont aux conditions d*uni/ormite et de continuite posees 
au commencement de ce chapitre, restent Jinies pour x = a, quand on les 
multiplie par une puissance comenable de x — a^ cette equation est de la 
forme 

d'"r P.(^) ^/'"-')' VAx\ <l"'-^y Pm(^) 

:_ ^2= * ' L_ _i_ : -|- -•- i ■ — \' 

dx"* x—adx"*-' [x — aydx"'-'' ''' ' (x — af-^* 

Pi {x)j P2(^),...» Pm(^) ctant des fonctions uniformes et continues dans 
le domaine du point singulier a. 

Si cette propricte doit subsistcr pour tons les points singuliers a,, 
fla*..., «p> Tequation devra d'apres cela etre de la forme 

d'^Y __. Pi C^ d^-'r P,(.r) d'^^x Pm(j^) 

dP^ ~ '^'{x) dx^-' "^ \M^Y ^^"" "^ ' * * "^ [^(^)l'" '^' 

P,(ic), P2(^),.-.» Pm(^) etant des fonclions uniformes et continues dans 
lout le plan et ^{x) representant le produit [x — a,), [x — aa),..., 
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{x — a^). Si I'on veut enfiD que dans le domaine du point oo les inte- 
grates multipliees par une puissance convenable de x restent finies, on 
reconnaitray par un procede tout semblable a celui que nous avons 
employe, que paocf^ doit rester fini pour a? = qo ; il en doit done etre de 
meme de 



[^{x}Y 



X'^. 



Or [^(iJ?)]* est du degre up : done, pour x= co , Pa(^) doit etre infini 
comme o^^^"*^; sur lout le rcste de la sphere. Pa(^) 6tant une fonction 
continue et uniforme, on voit que Pa (^) estun polynome entiereno^de 
degre a{p — i) au plus; on en conclut que : 

Les Equations differentielles lineaires a coefficients uniformes, dont les 
integrates nont qnun nombrefini de points singuliers a,, aa,..., flp, res^ 
tent finies pour chacun de ces points singuliers a, quand on les a priala- 
blement multipliees par une puissance de x — a,-, etpourx = oo , quand 
on les multiplie par une puissance convenable de a?, elles sont de la forme 

dr ^ V' (^ <t:^ . F^^oj^) cf^'r F,(p -o(jr) 



oil 



et ou 

designent des polyndmes entiers en x de degrd marqui par Vindice, ou 
d'un degre moindre. 

29, Nous allons maintenant etablir la reciproque de cetle importante 
proposition; nous renoncerons ainsi : 

Liquation dijfirentielle lineaire 

^^ dx'^ x—adx^-^ (x — ay dx*^^ "' (x — af^' 

oil lesfonctions P| (a?), Pa (a?),..., P^ (a?) sont desfonctions uniformes et 
continues dans le domaine du point a, admet dans le domaine de ce mSme 
point un systiw£ fondamental d'intdgrales dont tous les Elements restent 
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finis pour a? = a quoad on les a prdalahlement muUipliispdr une puts'- 
sance cowenable dex — a. 

II r^sulte de Tetude prec^dente que, s'il en est ainsi, Tequation dif- 
ferentielle (i) devra admettre une solution de la forme 

(2) r = (X'-'aYc^{x), 

(f[x) etant une fonction uniforme et continue dans le domaine du 
point a. 

Si nous faisons dans Tequation ( i ) 

elle prendra la forme analogue 

^ ' dx^ '^ x—a dx^' "*" (x — a)^ dx^^ "^'" (:p — a)-"' 

en posant 

F. (x) = i-^ ^ r(r — i)...(r— i-f-i) 

•^ ^ ' 1 ,2,3. . ,j ^ ' ^ '' ' 

(m — i) (m — a). . .(m — I -f-i) , , , . m^ , x 

-+-^ .. r r^ ^r(r — I ..,(r — 7-1-2 P.(j:) 

1.2.3. . . (/ — 2) ^ "^ 

-h . 

Or, si Tequation (i) admet la solution (2), Tequation (3) devra ad- 
mettre la solution 

Cof C|, Ga,... etant des constantes dont la premiere est essentiellement 
differente de zero : si Ton substitue cette valeur dey dans Tequation (3) 
et qu*on egale k zero le coefficient de (a? — a)"^, on trouvera 

F^(«)C. = o, d'oii P'„(fl)=o, 

20 
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c'est-a-dire que r doit etre raeine de T^quatioD 

( r(r— i)(r — 2).. ,(r— m -f-i)— r(r — ij. . .(r— m-l-2)Pi(a) 
( ^ i -r(r-i)...(r-m-f-3)P,(a)~. .-r ?«,_.(«) ~ P. (a) =0. 

Cette equation joue le plus grand role dans toute notre th^orie; 
comme nous le verrons plus tard, ses racines sont les logarithmes di- 

vises par iin\l—i des racines de Tequation fondamentale relative au 
point a. 

Ce sont de plus les exposants auxquels appartiennent les elements 
d'un systeme fondamental dont les groupes analogues au groupe (11) 
du § 23 jouissent des proprietes definies par les equations (6) du § 21. 
A ces titres, M. Fuchs a donne a cette equation le nom A' equation fon- 
damentale determinante relative au point singulier a. 

Nous etablirons immediatement quelques proprietes de cette equa- 
tion, proprietes qui nous serviront a demontrcr la proposition fonda- 
mentale que nous venons d'enoncer. 

Remarquons d'abord que si P;„ (a?) et, par suite, Pm(«» sont nuls, 
Tequation (5) est divisible par r; si Ton opere cette division et que Ton 
change ensuite r en r-f-i, on obtiendra Tequation fondamentale de- 
terminante relative a T^quation d'ordre m — i, obtenue en prenant 

pour inconnue^' 

On apercoit encore immediatement que, si I'on pose dans T^quation 
differentielle 

(p {x) etant une fonction uniforme et continue de or, dans le domaine 
du point a, differente de zero pour x = a, Tequation fondamentale de- 
terminante relative a Tequation difTerentielle en u sera la memo que 
celle relative a Tequation eny, car les quantites designees par P« (a), 
Pa (a),...,P;;i(a) ont les memes valours dans les deux equations. 
Si dans Tequation (1) on fait 

jr={x — aYiU, 

les racines de Tequation fondamentale determinante relative k Tequa- 
tion en u seront celles de Tequation fondamentale determinante relative 
a Tequation eny, diminuees de r^. 
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Designons, en effet, par/(r) le premier membre de Tequation (5), 
TequatioD en p 

{5 bis) /(pH-r,) = o 

aura pour racines les racines de Tequation (5) diminuees de r|. Effec- 
tuons I'operation indiquee sur un terme de Tcquation ( 5 ), par exemple 
sur le terme 

r(r — i). . .(r— m -f- / -f-i) Vila), 



» • 



m~-t 



que nous ecrirons 

en faisanty en general, 

p 

en vertu d'une formule bien connue, on a toujours 

k=zp 

[u^.] = Y' ..,.3. .-^ [«1 t*'^ 

A = o 

On aura done 

[m — i){m — I 4- i). . .(m — i — A* -f-i) 



[p + ;.]P,(a) = P,(a)^ 



I .^aija • » n 

Xp(p — i) ..(p — m-f- £ -f- A- -f-i) X r, (r, — i). . .(ti — Ar -hi). 

Le premier membre de Tequation ( 5 his) sera une somme de tels 
termes; or, si Ton reunit tous ceux dans lesquels 

ontrouvera pour leur somme, en tenant compte de Tequation (4) du 
§29, 

p(p — i)...(p-/n-f-7-f.i)0y(a), 

en convenant de faire 

Q.(«) = -i; 

requatiou (5 his) sera done 

y p (p — i). . .(p — m 4-7 -f i) Q,- (aj = o, 

/=o 
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c'est-k-dire precisement Inequation fondamenlale determinante relative 
a Tequation difTerentielle en u. 

II suit de ces diverses propositions que si, dans T^quation (i), on 
fail 

yz=z(f[x)fzdx, 

oil <^{x) est une integrate de la forme [x — aY'f[x), f[x) 6tant una 
fonction uniforme et continue de a, differente de zero pour a? = a, 
{'equation fondamentale determinante relative a Tcquation differen- 
tielle en z aura pour racines les diverses racines de Tequation fonda- 
mentale determinante relative a Tequation difTerentielle en y dimi- 
nueesder + i. 

30. Nous aliens maintenant, relativement a Tequation fondamentale 
determinante (5), etablir la proposition suivante : 

Soient r, , Tg, . . . , r^ les m racines de cette Equation rangees de maniire 
qu^aucune des quantites r^ — r^ — i , Tj — r< — i , . . . , r^ — r, —-ine soil 
ni nulle, ni dgale a un entier positif^ condition qui sera remplie, en parU- 
culierf si les parties reelles ne vont jamais en croissant^ quand on passe 
d'une racine a la suii^ante; V equation differentielle (i ) admettra une solu- 
tion de la forme 

y z=z[x— aY^(f[x) 

ouff{x) reprdsente une fonction uniforme et continue dans le domcdne du 
point a, diffdrente de zero pourx = a. 

Faisons, en effet, dans I'equation (i), la substitution 

jr =1 (x — ay^ u, 

elle deviendra 

^ ^ daf X — a dx^^ \x^af docr^"^ '" (x — ay-^ dx"^ (x — a)'^* * 

oil Q, (a?), Qaix),,.., Qm-< (it?) se deduisent de Fj (a?), P'j(a?),..., 
^mr-i{^)f en affectant r de Tindice i, et oil 

^ X — a 

Qji» {x) sera par hypothbse une fonction continue et uniforme de x 
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dans le domaine de a. Nous allons chercher a satisfaire a requation(6) 
par une sMe de la forme 

Pour cela nous T^crirons de la fagon suivante : 

(^-o-rf^-Q.(«)(^-«r-'s^ 

- Q.(«) (^ - fly"-' 5;^srr -•••-- Q— («) 3- 
(6 bis) ; 

-Q'«-.(^)(^-«)^-Q-(*)«, 
en faisant, en general, 



Q'j^.j^QiM.T^iW.. 



X — a 



Si maintenant on subslitue k la place de u dans T^quation (6 bis) la 



* • 



sene 

C. -4-Ci(a:+a)— ... 

et que Ton egale a zero le coefficient de {x — a)*, on trouvera Tequation 

[(A- -l-i) A-. . . (A- — m-i- 2)— ( A- -l-i) Ar (A- ~i}. . .(A- - m -+- 3)Q. (a) 
(7) I -(A'-f-i)A'...(/r-m-f-4)Q,(a)-...-(/r-f.i)Q«_,(a)]C*+, 

= Ah Ck -f- A*i Ci-i 4- . . . 4- Aa Ca, 

les A etant formes au moyen de quantites numeriques et des coefficients 
des developpements des fonctions Q' (^), suivant les puissances ascen- 
dantes de x —a, par les seules operations d'addition et de multipli- 
cation. 

Pour que cette equation puisse servir a determiner successivement 
les coefficients de la serie, il faut d'abord que le coefficient de Ga^-i ne 
s'annule pour aucune valeur entiere et positive de k. Or Tequation ob- 
tenue en annulant ce coefficient 

'^ j ~(A-4-i)A-...(/r-m-i-3)Q,(a)- ...-(A'-l-i)Q«-,(a) = o 



i6o 
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n'est autre quel'^qualioD fondamentale d^terminante relative k Tequa- 
tion (6), divis^e par r et dans laquelle on a chang^ r en A + i. Ces ra> 
cines seront done 



Ta — r, — 1, Ta— r, — I,..., /'i,, — f, — I 



y 



et par consequent ne seront ni nulles ni egales a un entier positif : le 
coefficient de Ga^i dans I'equalion (7) ne pourra done s'annuler pour 
aucune valeur entiere et positive de k^ et I'on pourra determiner de 
proche en proche les coefficients d*une serie qui, mise a la place de u 
dans le premier membre de Inequation (6), le rendrait idenliquement 
nul; il reste a prouver la convergence de cetle serie dans le domaine 
du point a. 

Pour cela, nous la comparerons a une autre serie dont la conver- 
gence apparaitra aisement et qui satisfera a Tequation analogue a 
Tequation (6 bis), 

/ , . ,rf"-v , . d'^-^v dv 

Yiix — ar-^-j ; 4- raf^— a)'""' -*-... •+-rm-t -r- 

•^ ^ ' dx'^-' '' ^ ' dar-^ '' dx 

, . , X — a ' dxl^^ X -' a ' dx^^ 

(9)( ' r- »- 



X — a 

1 

/• 



V. 



Dans cette equation, M^ M^...., M^ sont les modules maxima des 
fonctionsQ'j (a?), Q^ (^),..., Qm(^) dans le domaine du point a, rie 
rayon du cercle qui limite ce domaine ciyi,y2»'«Mym des constantes 
positives quelconques, telles cependant que I'equation en k 

n'ait pas de racines entieres positives. 

II est d'abord aise de prouver que Tequation (9) admet comme so- 
lution une serie \ coefficients positifs 

CO 

(10) (;=2^g'.(a7— a)-, 
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^^ go est diflerent de zero et qui est convergente dans les environs du 
point a. 
Si, en effet, on substitue cette serie a la place de r dans I'equa- 

tion (9) multipli^e par i — — ""-? et que Ton egale a zero le coefficient 

de (a: — a)*, on trouvera 

[(/r4-i)A-...(A-~m-|-3)/,4-(A* + i)A...(fr — m-h4)7,-f...+(fr4-i)j«_.]gr*+i 

d'oii 



Si done on prend 



lim?^-^ (pourK =ao)= 

gk '"^ r^r 



mod.(a: — aX - 



r« 



rM,' 



la serie sera convergente. 

Si maintenant on substitue la meme serie (10) a la place de r dans 
I'equation (9) elle-meme et que Ton egale k zero le coefficient de 
{x — a)*, on trouvera Tequation 

Les quantites positives BA^etant form^es aveclesquantites positivesM, 
comme les quantites A^ de I'equation (7), le sont avec les coefficients 
des developpements des fonctions Q' {x) selon les puissances ascen- 
dantes de a? — a : il suit de Ik que Ton a, en general, 

Bij>-mod. Ai^i*. 

Si, en outre, go est positif, il en sera de mSme de ^it ^3».-m gh* Main- 
tenant, si Ton compare les Equations (7 ) et (i i)> on voit de suite que, 
au moins a partir d'une certaine limite /, le coefficient de C^^^ est tou- 
jours superieur au coefficient de gj^^. Si done, pour k infSrieur a /, on 
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a tou jours 

cette inegalite subsistera certainement pour k superieur a /. 
Supposons que Tod tire des equations (7) et (11) 

C* = tA)*C#, gk = lib* g%^ 

les quantites o^^^, ifb^ etant independautes des quantites G et ^; soit de 
plus X le module maximum des quantites 

etifb le module minimum des quantites 

aucune des deux quantites a^ ct iii> ne sera nuUe; si Ton choisit Ca de 

manibre que Ton ait 

ill) go ^ «^ mod. Co 

I'in^galitS (12) sera certainement satisfaite. La convergence de la 
s^rie u est, par consequent, etablie pour les environs du point a : elle 
est convergente pour tout le domaine de ce point, ce qui resulte, soit 
de la continuite, soit, si Ton veut, de Tinegalite 

mod.(3;-a)< 7^1 > 

oil Ton pent evidemment supposery^ aussi grand qu'on le veut. 
31. L'existence d*une solution de la forme 

une fois etablie [rappelons que 7(0?) doit etre unefonction uniforme. 
continue dans le domaine du point a et diflerente de zero pour a: = a] , 
le reste de la proposition fondamentale annoncee dans le § 29 s'eta- 
blira aisement : si, en effet, dans Tequation 

dry __ ^\[x) dr-'y ^A^) d'^^r P„(:r) 

^'^ dx^'^ X'-a dxr-' ~^(a: — a)' doT-^ ~^" *"^ (^-- a)**^' 
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on fait 

on obtiendra une equation 

(2) -; = '^ ' -^ --h ..-f- 2!Zli L.2, 

etil estbienaise devoir que les fonctions F, (^r), F^ (a;),..., ^^..(a?) 
seront, dans le domaine du point a, uniformes et continues [§ 13> 
equation (4)]* Les racines de Tequation fondamentale determinante 
relative a cette equation (2) seront (§29) 

si Ton a range les racines /•<, /-a,.. ., r^^ dans un ordre tel que /y — /v ne 
soit jamais un nombre entier positif poury >i; la meme propriete 
subsistera pour les racines ci-dessus dans I'ordre oil elles sont et Tequa- 
tion en z admettra une integrale de la forme 

^ etant une fonction uniforme et continue dans le domaine du point a, 
differente de zero pour j: = a. 
II en resultera Texistence d'une integrate 

pour Tequation (1), integrale qui sera une fonction de meme nature 
que F [§ 26, equation (2)] et appartiendra a Texposant 

Tj — r, —i-hi-hr, := r,. 

Si de mSmCt dans I'equation (2), on fait 

Z = ZiftdXy 

on obtiendra une equation en t qui admettra une integrale de la forme 

X(^) etant une fonction uniforme et continue dans le domaine du 

21. 
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point a, differente de z^ro pour a? = a, et Ton obtiendra une troisifeme 
integrate de Tequation (i), savoir : 

appartenant k Texposant 

Ts — Tj — 14-14- r,— r, — I -4-14- r, = r,. 

Les integrates y I, Z|, /|,..., (v^ des equations diff^rentielles auxiliaires 
etant toujours de la forme 

o\xf{x) est une fonction continue et uniforme dans le domaine de a, 
differente de z6ro pour a? = a, et les logarithmes ne pouvant s'intro- 
duire que par les integrations (§ 26). 

On arrivera ainsi a etablir I'existenee d*un syst^me fondamental d'in- 
tegrales de Tequation (i), dont les elements sent des fonctions de mSme 
nature que F [§ 26, equation (2)] 9 appartenant respectivement aux 
exposants r^, Ts,..., r^^; comme les combinaisons lineaires que Ton 
pent former avec ces elements ne peuvent evidemment appartenir qu'k 
ces exposants ou a des exposants dont les differences respectives avec 
les precedents soient entieres, il faut bien que les racines r^ ^2i««-> /*„ 
de r^quation fondamentale determinante soient les logarithmes divi- 

ses par 27:^—1 des racines ^^1, c«>2,..., ci),„ de Tequation fondamentale. 
Telle est la faQon remarquable dont ces deux equations dependent Tune 
de I'autre. 

32. Nous distinguerons maintenant deux cas : 

I** Parmi les racines r,, ra,..., r^^ de Tequation fondamentale deter- 
minante, il n'y en a pas deux dont la difference soit nulle ou enti^re. 

Les differences To — r, — i , rg — r< — 1 , . . . , r,„ — r, — i ne sent alors 
jamais egales a un nombre entier, positifou nul, dans quelque ordre 
que Ton range les racines : par consequent, il existera m integrates 

tes fonctions y, (x), (p^ (v),..., (pm{x) etant toutes uniformes et conti- 
nues dans le domaine du point a, differentes de zero pour x = a. 
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Ces m integrales, d'aprbs leur nature, forment un syslfeme fondamen- 
tal; au surplus, en reflechissant sur le precede indique dans le para- 
graphe precedent, on voit clairement que les integrations ne peuvent 
pas introduire de logarithmes. Dans ce cas> Tequation fondamentale 
n'aura pas de racines ^gales. 

2° S'il se trouve entre les racines r,, Tj,..., r^ des differences nulles 
ou enti^res, on separera les racines en groupes (R) tels, que chacun 
d'entre eux ne comprenne que des racines dont les differences reci- 
proques soient nulles ou entibres et comprenne toutes ces racines : cer- 
tains groupes pourront ne contenir qu'une seule racine; puis on ran- 
gera les racines de chaque groupe de maniere que la difference d'une 
racine quelconque et de celle qui la suit ne soit jamais negative. Des 
lors, on pourra, sans crainte d'etre arrete, faire les operations indi- 
queesdans leparagraphe precedent, en commenQantpar n'importequel 
groupe : on obtiendra ainsi autant de groupes (S) d'integrales qu*il y 
a de groupes (R) de racines. Dans chaque groupe les exposants aux- 
quels appartiennent les racines ont des differences entieres; il ne pent 
y avoir de relation lineaire a coeilficients constants entre les elements 
d'un meme groupe, puisque ces elements font partie d'un systeme fon- 
damental. 

II est bien aise de retrouver sur les Elements d'un groupe les pro- 
prietes defmies par les equations (6) du § 21, proprietes d'oii Ton 
deduira pour les elements eux-memes la forme donnee par les equa- 
tions (ii) du§23. 

Soit, en effet, (R) un groupe de racines r<, rj,..., rx; nous commen- 
cerons les operations par ce groupe. Soient 

Tif r^^XifZidx, ri=rKjzxdxJr,dxy,,,, y\=X*f^^dxfttdx. .Jv.dx 

les integrales correspondantes, formant le groupe (S):^! est de la 
forme 

et, en faisant 



on aura, apres avoir fait le tour du point a, 
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5j, est une fonction uniformet puisquc r^ — r, — i est ua Dombre entier 
positif. On aura done 



m 



^ I =[/^.rfry = /z.rfa:4-C = '^-hC, 



C etant une constante; on deduit de la 
On prouvera de meme que Ton doit avoir 

[y,y = wj, J, 4- Wj2/i -h &)/„ 



c<>>ao ^31' ^x,x-i etant des constantes; il suit de la (§ 23) que Ton peut 
faire 

J, = (^7 — ayi9,„ 

/a = (^ — ay* [9a, -h 92, log(a: — a )], 



7\ = (^ — a)^ { 9x1 -h 9x1 log(a? — a) -h . . . -h 9x> [log(a: — a)f" |, 

9h» ?aM**-' ?u etant des fonctions continues et uniformes dans le do- 
maine du point a. On arriverait a la meine conclusion en etudiant la 
s6rie d'integrations par lesquellcs on deduit 7,, j2»---> yx de Z|, 
/<,..., MP',. 11 resulte du §23 que Ton peut, en general, exprimer Imeai- 
rement (a?— a)'^*9ap au inoyen des fonctions 

{x — a)^ 9„, {x — ay* 911, ... , (a — a)''«9„. 

SupposonSy en particulier, que dans le groupe (R) les racines r^, 
7-2,..., r\ soient toutes distinctes : alors leurs parties reelles iront tou- 
jours en diminuant et, si ^ai ctait identiquement nul, fap serait nul 
pour x= a; il resulterait de la quej^a appartiendrait a un exposant 
superieur a r^, ce qui est impossible. Dans ce cas done, le terme 
{cc — aY*(paiy qui ne multiplie aucun logarithme, ne manque dans au- 
cun clenienty,,y2»---' 7>» ^t de plus Telement ja apparlient au meme 
exposant que ce terme; une combinuison lineaire 
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apparticndra evidemment a Texposant r^ et le terme qui ne multiplie 
aucun logarithme n'y pourra manquer. Cette propriete subsiste done 
pour toule integrate de I'^quation proposee qui appartient a Fun des 
exposantsr^, Ts,..., 0^; on en conclut aisement que> dans une pareille 
integrate, le terme qui ne noultiplie aucun logarithme ne pent jamais 
etre une solution de Tequation differentielle. 

33. Gertaines des fonctions (p peuvent etre nulles et il pent arriver 
qu'ainsi tons les logarithmes disparaissent : ii imporle de distinguer 
les cas oil cette circonstance se presente. 

Remarquons d'abord qu'elie ne pent jamais avoir lieu si, dans un 
groupe(R),il existe deux racinesegales; si, par exemple, on a 7-2= r^, 
Z| appartiendra k Texposant /-j — r< — i = — i et sera, par consequent, 
de la forme 

X — a ^ ^ ' 

A etant different de zero et ^{x) etant une fonction uniforme et con- 
tinue dans le domaine de ^; il en resulte que 

Jz^dx 
sera de la forme 

Alog{x — a) -h v|;(ar), 

et, par suite, ja de la forme 

(j7 — a)^ [92, [x) + <p„log(a; — a)\. 

Si d'autres racines du groupe etaient egales, les logarithmes apparai- 
traient k un moment des operations et ne pourraient evidemment dis- 
, paraitre par les integrations. 

11 ne pent done y avoir de doute que dans le cas oil toutes les racines 
^o '•2»...» /\du groupe (R) sont differentes. 

Dans ce cas, on commencera par faire, dans Tequation differentielle, 
la substitution 

on obtiendra ainsi une equation differentielle en z dont I'equation fon- 
damentale determinante admettra pour racines les nombres positifs 
entiers 

Ti — rx, r, — /\, . . . , rx_i — /\, o. 
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II existera un groupe (2) d'integrales de I'equation en z appartenant 
respect! vement a ces exposants et d'oii Ton dcduira le groupe (S ) d'in- 

legrales de Tequation eny qui apparliennent aux exposants rors»...» ^; 
de plus, aucune des autres racines de TequatioD fondameDtale d^termi- 

nante ne sera entiere. Faisons, pour abreger, 

et supposons que Ton forme les derivees 5'^'"" des iotegrales de T^qua- 
tion eo r appartenant au groupe consid^r^; on obtiendra aiusi des 
fonctions qui appartiendront, ou a des exposants entiers nuls ou posi- 
tifs, ou a des exposants entiers negatifs, suivant que les int^grales ne 
contenaient pas de logarithmes ou en contenaient. 

En eflet, une fonction du groupe (2) sera» si elle contient des loga- 
rithmest de la forme 

Z = (a: — a)*" j 9. -+- 9,log(j: — a)-*- ... 4- ts^k\\o%[x — a)]*|. 

Or 9^(0? — aY est une integrate de Tequation en s, faisant n^cessaire- 
ment partie du groupe (2) et appartenant a un cxposant entier n igal 
ou superieur a r, mais certainement inferieur k s. Posons pour un 
instant 

$ {x) etant une fonction uniforme et continue dans le domaine de a, ne 
s'annulant pas pour a? = a; la derivee /i'^'"* de Z contiendra le terme 

qui ne pourra se reduire avec aucun autre; cctte derivee n'*'"*' appar- 
tiendra done au plus a Texposant zero, et, dans ce cas, sera infinie 
pour a? = a : elle ne se trouvera done pas dans le cas d'exception du 
theoreme du § 27 et la derivee suivante, 

appartiendra au plus a Texposant negatif — i ; il en est de meme> a for- 
tiori^ de 

dx'' 
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Si done on forme une Equation diff^rentielle lin^airet admettaDt pour 
solutions les derivees ^^'"*' des int^grales de T^quation en z, et seule- 
ment ces deriv^est on reconnaitra {'existence ou la non-existence de 
logarithmes dans le groupe (S), d'aprfes Texistence ou la non-existence 
de racines negatives dans T^quation fondamentale determinante rela- 
tive k cette equation. En particulier, si le groupe (R) ne contient que 
deux racines, on sera ainsi completement fixe sur la forme des int^- 
grales du groupe correspondant. 

II ne reste plus qu'a montrer comment on pent former une equation 
difTerentielle lineaire admettant comme solutions les derivees 5'^"'" 
des integrales de I'equation en z. On pourrait diflerentier s fois cette 

Equation, puis ^liminer jz;, 5^'*"' ;s^ entre les s-hi equations ob* 

tenues; I'equation resultante oil Ton ferait ^-p = u admettrait evidem- 

ment ces derivees s^^^* comme solutions, mais on peut arriver a une 
equation d'ordre moindre, dans le cas oil I'equation en z admetune so- 
lution entiere de degre inferieur k Sy car il existe alors une relation 
lineaire identique a coefficients constants entre les ^^'^'* d'un systbme 
fondamental de I'equation en z. Pour arriver dans tons les cas a I'equa- 
tion difTerentielle d'ordre le plus petit possible, nous ecrirons {'equa- 
tion en z de la faQon suivante : 

■^ etant la d^riv^e d'ordre le plus petit qui entre effectivement dans 
I'equation propos^e. Si Ton fait 



d^z 



I'equation deviendra 



du d*u d'^^u 

equation qui n'admet pas d'autres solutions que les derivees jS'^*"" u,, 
^29--M ^mdes integrales ;so ^sf«--» ^m de I'equation en z; onendeduira, 

Annalei de Vicole Normale. 3* S4rie. Tome IV. 22 



170 jr. TAlfNERT. 

par la diffSrentiatioD, 






Equation qui, si I'on y fait 

du 

n'admettra pas d'autres solutions que les d^rivees 

dui du^ dum 

dx dx dx 

des intSgrales de T^quation en u. Si Ton avait, en effet, 

r dut du:, du^ 

on en deduirait 

Ci tt, -f- Ca tt, -h . . . -h C« w«, = C, 

et la constante G scrait une solution de I'equation en u^ ce qui est im- 
possible. On continuera ainsi de proche en proclie jusqu'a ce que Ton 
arrive a I'equation cherchee. 

34. Lorsque, en general, on aura reconnu I'existenee d'une inte- 
grale de la forme 

r = (^ — «)''|?o4-9ilog(j? — a)-h...4-9«[log(x- a)Y\f 

oil 9o* ?i'«"' ?n representent des fonctions continues et uniformes dans 
le domaine du point a, on pourra employer le proced^ suivant pour la 
determination directe de ces fonctions; on substituera cette valeur dey 
dans I'equation proposee et Ton egalera k zero les coefficients des di- 
verses puissances de log (a; — a) : on obtiendra ainsi n Equations 
difr(6rentielles lineaires simultaneest contenant» sauf une, des seconds 
membres; on cherchera ensuite a determiner n +1 series de la forme 

a,-+- ^i(x — a) -h J/ (a; — a)^ 4-. . ., i = 0, i, 2, . . .,n, 

qui| mises k la placode fo' ?n*-M 7/m satisfassent a ces equations. 
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35. II peut se presenter, relativement k un point singulier a, uDe cir- 
constance digne d'attention. 

Supposons que les racines r^, rsi**-* /*m de Fequation fondameDtale 
d^termiDaDte soient toutes entibrest positives et distincteSt de fa^on k 
De former qu'un seul groupe; il peut se faire que les int^grales corres- 
pondantes ne contiennent point de logarithmes ; d^s lors elles ne pr£- 
senteront en ce point aucune espbce de singularity, et le point a ne 
sera pas en r^alite un point singulier; il nediff^re des points ordinaires 
qu'en ce que le determinant 






• • • 



/i 



r. 



• ••••• •••■•• •■• a* 






y est nuL M. Weierstrass a d^signe ces points sous le nom de points a 
apparence singuUere. Il est ais^ deles reconnaitre, d'apres les principes 
qui precedent. 

V. 

36. Ces principes pos^s, nous aliens en faire quelques applications. 

Nous donnerons d'abord certaines conditions necessaires pour que 
toutes les integrates d'une Equation lineaire soient algebriques. 

Les Equations lin^aires qui jouissent de cette propri^t^appartiennent 
evidemment k la classe d*equations que nous avons plus sp^cialement 
6tudiees et dont le type est (§ 28 ) 



dry _ lB ^x{x) d'^'r F,(^.)(:c) rf^'r 
dxf* ^(x) dx^' [^^(^)? 3?^ 



• • • 



^m{t^t){x) 
[^(X)r 



oil ({/(a?) = (07 — a^) (a? — aa)... (a; — a^) et oil Fj>_, (a?), Fa(p_o(a7),... 
Fm((>-o(^) ^^^t ^^s fonctions enti^res en x dont le degr^ est au plus 
6gal k rindice. 

On devra etudier chacun de leurs points singuliers a^^ as,..., a^, 
auquel on adjoindra le point oo de la sphere; les racines des Equations 
fondamentales d^terminantes relatives k ces diff^rents points devront 



22. 
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toutes etre ratiooDelles et distinctes; de plus, pour chacun des points 
singuliersai, aa,...,ap,...,oo les conditions du § 33,n6cessaire8et8of- 
fisantes pour que les elements du systeme fondamental ne contiennent 
point de logaritbmes, devront etre satisfaites. 

Si toutes ces conditions sent reniplies, les diverses intdgrales de 1'6- 
quation proposee n'auront qu'un nombre fini de points singuliers, pr6- 
sentant tons le caract^re des points critiques algebriques; maisce ne 
seront pas necessairement des fonctions algebriques, car elles restent 
^videmment susceptibles de prendre une infinite devaleursen un mime 
point; la distinction des cas oil ce nombre de valeurs est fini semble 
d'une difficulte d*une nature tout autre : cette difficult^ se lie a la ques- 
tion du passage d*un systfeme fondamental relatif k un point singulier 
au systeme fondamental relatif k un autre point singulier. 

37. Les equations differentielles lineaires k coefficients constants ne 
rentrent pas dans le type du § 28. Tout ce que la theorie nous apprend 
sur les iotegrales de ces equations, c'est qu'elles ne peuvent presenter 
de singularite qu'au point oo ; on pent d'ailleurs, par un cbangement 
de la variable independante, ramener ces equations au type normal. Si 

ou Pn Pif'^'f Pm sont dcs constantes, est Tequation k laquelle on a af- 
faire, on posera 

X = logz, 

et Ton aura en general 



oil les a sent des constantes num^riques denudes par la formule 

(~i)*(A--i)»- 

y 



fl*= > — '-^ ri = ■ 

^U I.2..,£Xl.2...(/f — I — I 



l=o 



de sorte que Tequation proposee prendra la forme 
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Pif P\^'"f p'm 6taDt de nouvelles constantes. Cette equation est con- 
forme au type du § 28. 
Considerons en general les equations de la forme 



oil Po P2,..., P^ sent des constantes. 

Elles n'admettent pas d'autre point singulier k distance finie que le 
point a; Tequation fondamentale determinante relative a ce point sera 

(§29) 

r(r — i)...(r— m-hi)— r(r — i)...(r— in4-2)Pi— ... — rP«^, — P«=:o. 

Si /*! est une racine de cette Equation et que Ton fasse 

y=(x — ay^Uy 

on verra, d'apr^s T^quation (4) du § 29, que le coefficient de u dans 1'^- 
quation differentielle resultante est identiquement nul : cette Equation 
admettra done une solution de la forme 11 = C,, et par suite I'equation 
propos^e une solution de la forme 

Si toutes les racines r^^ ^29... 9 ^m de Tequation fondamentale determi- 
nante sont distinctes, la solution complete de I'equation (3) sera donnee 
par la formule 

y=:Ci(x — aj^-f- C, (x — ay«4- . . .4- C« [x— ay»; 
s'il y a deux racines egales a r^ on fera dans I'equation propoB^e 

L'equation resultante en u sera de meme forme que la proposeef si ce 
n'est que le coefficient de u sera nul ; en posant 

du , 
Tx = " ' 

I'equation fondamentale determinante relative k I'equation en u' admet- 
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tra la racine — i : r^quation en vC admettra doDC la solutioD 

r^quation en u la solution 
et r^quation en y la solution 

^ = C (or — a)'! iog( j: — a). 

En continuant de la meme faQOUt on reconnaitra en g£n6ral que, 8*il 
existe X racines egales k r^, I'equation admettra la solution 

jr={x^ aYt[p -»-}log(ar— a) -4-. . .-4-*[log(a? — a)]^'|, 

Pf q^..., s ^tantdes constantes; c'est Ik, d'ailleurs, un r6suUat bien 
connu. 

Revenons k I'equation {2) : elle devra, d'apr^s ce qui precede, ad- 
mettre une solution de la forme 



d'ou resulte que I'equation (1), k coefficients constants, devra admettre 
une solution de la forme 

et Ton est ainsi ramene k la m^thode ordinairement employee pour la 
resolution de pareilles Equations. 

38. Gonsiderons encore les Equations du second ordre conformes au 
type du § 28 1 et admettant deux points singuliers a, b; elles seront de 
la forme 

(a? — a)»( a? - 6 )» ^ -4- (a; — a) (a: — 6)(/r -h gr) 2^ -h ( Aar» 4- A-a? -h /) a = o. 

On les ram^nera d'abord k la forme 

(4? — fl)(j7 - ft) ^ 4- (ma? -4- n) ^ +p/ = o; 

il suffira pour cela d'employer la substitution 

u=i{x-'aY(x — b)y, 
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en prenant pour retr^ des valeurs qui satisfassent respectivement aux 
deux Equations fondamen tales d^terminantes relatives. Tune au point a, 
Tautre au point b. 

On pourra ensuite> par un changement de la variable ind^pendante, 
amener les deux points a etbk coincider avec deux points singuliers 
quelconques, o et i par exemple; il suffira pour cela de faire 

rSquation prendra alors la forme 

les valeurs de m, n, p n'etant plus les memos, bien entendu. 

II y a lieu de considerer les trois Equations fondamentales relatives 
aux points o, i , oo . 

Les equations relatives aux deux premiers points sont 

r(r— 1) — nr = o, d'ou r=o, rzzzi-^n 

et 

r(r— i)-+-(m-+- n)r=o, d'ou r=o, r = i — m — »• 

Pour le point oo , il faut d'abord faire,(§ 13) la substitution 

I 

Tequation deviendra alors 

2 — 2/ — m — »£ D 



d*r I — £ dr i — / 

d^^ i £^-T-^=°' 

et Tequation fondamentale relative au point t= o, sera 

r(r— i)-4-(a — m)r-h/? = o, 
OU 

Designons-en les racines par a et |3, nous aurons 
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po8OD0 enfio 

r^quatioD proposee prendra la forme 

c'est la cSI^bre Equation diff^rentielle Studi^e par Gauss, k laquelle sa- 
tisfait la sSrie byperg^omStrique 

^ '^ ' ' i.y i.2.y(y H-i) 

Les racines des diverses Equations fondamentales d^terminantes soDt : 

Pour le point ar = o. ... . r=o, r=i — y; 

Pour le point J? = 1 r=o, r=^y — a — ^; 

Pour le point x = co r=zaf r = j3. 

Si 7 n'est pas un nombre entier n^gatif, il existera dans le domaine du 
point une fonction uniforme satisfaisant ^ I'^quation : c'est la s6rie 
hypergeometrique 

P = F(«, (3, y,jr), 

elle-meme convergente dans le cercle dScrit du point comme centre 
avec un rayon egal k i. Dans le meme cercle doit exister une solution 
appartenant k Texposant 1-^7; pour Tobtenir, nous ferons 

on aura ainsi I'equation 

^(^-0;g~,-[a-y-(«-^P-+-3-ay)a;]^ -+-(«-+-!- y)(P-+-i-y)«=o, 

qui ne difffere de T^quation eny que par le cbangement de «, |3, 7 rea- 
pectivement en a -+- 1 — 7, /3 4- 1 — 7, 2 — 7; lorsque ce dernier nom- 
bre ne sera pas un entier n^gatif, T^quation en u admettra la solution 

F(a-f-i — y, (3-+-i-"y, 2 — 7,47), 

et par consequent I'equation proposde admettra la solution 

Q = a;«-TF(a-4-i— y, (3 -4-1 — y, 2 — y, ^). 
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Lors done que y ne sera pas entier, la solution complete de Tequalion 
proposee sera, dans le domaine du point zero, 

CP-fC'Q, 

C et C etant des constantes arbitraires. 
Pouretudier le point i, faisons 

Tequation deviendra 

equation qui ne differe de la proposee que par le changement de 7 en 
a -H /3 -f- I — y; si done a -f- /3 -h i — y n'est pas entier, Tequation pro- 
posee adniettra dans le domaine du point i les deux solutions 

S.— a:T-«- PF(y — j3, y— a, i -f- y — a — (3, i — x), 

et la solution complete sera, dans le domaine du point i, 

CR -f- C S, 

C et C etant des constantes arbitraires. 

Remarquons que les deux domaines des points o et i empietent Tun 
sur Tautre ; dans la partie commune, si les nombres y et a -h /3 -f- 1 — y 
ne sont entiers ni Pun ni Tautre, les series P, Q, R, Ssont simultane- 
ment convergentes, et si X, X',|j., (x' sont des constantes convenables, 
on devra avoir 

La determination effective des constantes )., fx, X', /x' permettra de 
passer d'un domaine dans Tautre. 

Examinons maintenant le point oo : quand on fait dans Tequation 
proposee 



I 

X :::= -n 
t 



elle devient 



/.(, _ t) '^^ ^ t[{y - 2) / - ( a + ^ 4- 1)] ^ + a!3y - c. 
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L'equatiOD fODdatnentale detenniDante relative au point z^ro a pour 
racines a et ^; cherchons^ par exemple, la solution qui appartient 2i 
Texposant a et, pour cela, Faisons 

Tequation precedente deviendra 

equation qui ne diflere de la proposee que par le changement de a, /3, 
7 respectivement en a, a -h i — y, a — |3 -+- i : si done a — j3 -+- 1 n*est 
pas un enlier nul ou negatif, elle admettra la solution 

F (a, « -M — y, « — (3 -f- 1, 0» 

et Tequation proposee la solution 

de meme, si |3 — a + i n'est pas un enlier nul ou negatif, I'equation 
proposee admeltra la solution 



U = ^F(p,(3-f-,-M3-« + ..l) 



Ces deux series T et U sont eonvergenles dans tout le domaine du 
point 00 , e'est-a-dire dans toute la portion du plan exterieur au cercle 
de rayon i, decrit de Torigine comme centre. 

Lcs domaines du point i et du point 00 empietent Tun sur Tautre; 
dans la portion commune, T et U doivent pouvoir s*exprimer en fonc- 
tion lin^aire a coefficients constants de R ct de S. 

Lorsque 7 est un nombre entier, ou bien 7 — a — j3, ou bien a — |S, 
il pent y avoir des iogarithmes dans les solutions completes de I'equa- 
tion dans le domaine du point zero, ou du point j , ou du point od : 
cherchons ce qu'il en est. 

On trouvera aisement que, si Ton fait 
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ia fonction satisfait a Fequation differeDtielle 

(j?* — J?) -T— ; — [(y-f-m) — (a-hm + P-h /7I-4- i);f]-t — h(a4- m)(P4-iw)ii = o, 

qui ne difi^re de Tequation proposee que par le changement de a, /3, 7 
en a 4- m, /3 ■+- /», 7 -h m; requation fondamentale d6terminante re- 
lative au point zero aura par consequent pour racines o et i — 7— /w. 
Si done 7 est un nombre enlier, positif, nul ou negatif, 1 — 7 — m 
finira toujours par etre un entier negatif; alors I'integrale complete 
devra toujours contenir un logarithme dans le domaine du point zero. 
On conclura de la aisement qu'il en est de meme pour le point i, ou 
pour le point 00 lorsque 7 — a — ^ est un nombre entier, ou bien 

Dans ces differents cas, effectivement, nous avons vu qu'il n'exisle 
qa*une seule des deux series P et Q, ou R et S, ou T et U. 

Pour obtenir alors la solution complete, on pent se servir de la solu- 
tion deja obtenue; designons-la en general par j, et faisons 

dans Tequation proposee; on aura, pour determiner z, T^quation 

oil 

z x^— X J, J? — I X y\ ' 

d'ou 



et, par consequent, 

sera une seconde solution de Tequation. On pent encore employer la 
melbode indiquee dans le §24 et determiner le terme qui ne multiplie 
pasdclogaritbmeau moyen d*une equation difTerentielle contenant un 
second membre. 

23. 
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Nous appliquerons celte methodc dans le cas ou les deux raciues de 
Tequation fondainenlale determinante relativeau point z^rosoutegales, 
c'est-a-dire dans le cas oil 7 = i . 

L'equation proposee se reduit alors a 

elle admeltra d*abord la solution 

P — ■ F(a, ;3, I, a:)= Ao -h Ai^ -h. . . 4- A,-^'-l-. . .. 

En faisant 

Aj — - ■ - -- ....._.. J 

cherclions a satisfairc a cette equation par une fonction de la forme 

7 = 9-f-Ploga:, 

9 etant une fonclion continue et uniforme dans le domaine du point 
zero; en substituant dansTequation proposee, cgalanta zero Tensemble 
des termes qui ne contiennent pas de logarithmes en facteur, il vient 

si Ton fait 

9 = A.rto H- A|rti J7 H-. . . 4- A|<7,-:c'H- . . ., 

que Ton remplace 9 et P par les series equivalentes dans T^quation dif- 
ferentielle et que Ton egale a zero le coefficient de 00^9 il viendra 

(a H- i)((3-+- i) kitti^ 1 1 -h i;'Ai+,rt,>, -+- (a -h (3-H 21) A,-— i(i -¥ i) A, -1-1 = 

ou, en remarquant que 

A,-^. ^(a-hi)((3-f-f) 
A,- "(1-H17 ' 

— 1 I I 

z 4- I a -h / ? H- f 
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a a-hi x-^ I — I p (3-f-i '*' p-j_/ — 1 

On peut, sans inconvenient, supposer a^ nul, cela revenanl a relran- 
cher a^P de 9; la serie qui represente 9 est ainsi determinee par son 
terme general A/a,a?'. 

Si Ton examine la forme de ce terme general, on reconnait aisement 
que la solution ainsi obtenue 

9 -4- Plogjc 

peuts'ecrire 

oil P represente la fonction 

F(a, (3, y, or), 

dans laquelle on fait 7 = 1 apres avoir pris les derivees partielles; e'est 
ie resultat auquel on arriverait immediatement en cherchant la limite 
pour 7 = I du rapport 

qui, d'aprfes ce qu'on a vu, satisfait constamment k Tequation proposee. 



Le fond de ce travail est I'oeuvre de M. Fuchs : j'ai introduit quel- 
ques raisonnements intermediaires pour montrer comment, en partant 
des propri^tes des integrales, on pouvait arriver k determiner leurs 
formes; un peu plus loin j'ai indique les caracteres qui permettent de 
reconnaitre les fonctions qui satisfont k une Equation differentielle 
lineaire a coefficients uniformes ou rationnels; j'ai donne une appli- 
cation immediate aux fonctions algebriques. Dans la recherche du 
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type des equations qui sont Tobjet principal de cette etude, j'ai appele 
Tattention sur une exception a i'un des lemmes fondamentaux, excep- 
tion qui cnlovait aux raisonnements leur rigueur, et j'ai montre com- 
ment on pouvait lever la ditOcultc. M. Fuchs lui-meme, dans son se- 
cond Memoire, a parle de ce cas d'exception sans peut-Stre y insister 
sutrisamment. Enfin les dernieres applications, sous la forme que je 
leur ai donnee, m*appartiennent. 



» a ttm* 



NOTE 



SUR 



LES DEFORMATIONS DES FOSSILES 

C0NTENU8 DANS LES ROCHES SCHISTBUSES, 



ET SCR 



LA DfiTERMINATION DE QUELQUES ESPECES DU GENRE OGYGIA, 

Par M. Henry DUFET, 

AOR^OB'PR^PARATEYJR A l'^GOLB NORMALB SUP^RIBURB. 



Dans ses etudes sur les trilobites du terrain silurien de la Bretagne, 
M. Marie Rouault prend comme principale caracteristique des esp^ces 
du genre Ogygia le rapport entre la largeur du bouclier cephalique et 
sa longueur; mais, en ^tudiant un certain nombre d'individus de ce 
genre, ii est facile de s'assurer que ce rapport ne presente aucune con- 
stance. Les deformations subies par ces fossiles, pour la mcme espece 
et dans la mSme locality, peuvent faire varier ce rapport entre 4 6t i,3; 
cette Note a pour but d'indiquer comment on pent corriger la valeur 
de ce rapport, qui, alors, deviendrait un caractere specifique accep- 
table. 

Sous I'influence de la pression, les roches ne se deforment que si 
elles pr^sentent un certain degre de plasticity, et la pression en ce cas se 
transmet dans tons les sens absolument comme dans un liquide. II est 
k peu pres universellement admis que la schistosite des roches provient 
d'une pression perpendiculaire au plan de clivage. Admettons une 
roche ainsi pressee et encore assez plastique pour subir des deforma- 
tions sans d^chirure; les couches tendront k s'etendre dans tons les 
sens dans un plan perpendiculaire a la pression, k s'ecouler, pourrait- 
on dire. Si ce mouvement d'^coulement est gen^ dans un sens, I'^cou- 
lement sera plus considerable dans un sens que dans Tautre, et ce fait 
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sutfira pour produirc des deformations dans les fossiles contenus dans 
cette roehe. Supposons, en eOet, un cerele trac6 dans un plan perpen- 
dieulaire a la pression : si Tecoulemenlest uniforme dans tons les sens, 
il donnera un cerele d*un rayon plus grand; si Tecoulement est gene 
dans une direction, il donnera une ellipse; si au lieu d'un cerele on a 
Tempreinle d'un trilobite, les deux lignes d'abord perpendiculaires, 
formees par I'axe et le bord transverse du bouclier cephalique, donne- 
ront deux diametres conjuguds de celte ellipse et feront un angle va- 
riable, avec un allongement relatif de Tune ou Tautre de ces lignes. 
J'ai cliercbe a conslruire cette ellipse et, par suite, a corriger cet al- 
longement; je me suis servi pour cela des particularites qu'on observe 
dans la conductibilite calorifique des roches. 

M. Jannettaz, dans la seance du 27 avril i874» a communique a 
TAcademie des Sciences un Memoire sur la conductibilite des roches 
schisteuses; ce Memoire, concordant absolument avec les resultats au- 
trefois trouves par de Senarmont pour le verre comprime, monlre que, 
dans le sens de la pression, la conductibilite est moindre que dans le 
sens perpendiculaire. Dans la plupart des cas, le lieu des points d*egale 
temperature est un ellipso'ide de revolution aplati; mais, dans certaines 
roches, Tellipsoide presente trois axes inegaux; c'est ce qui m'est ar- 
rive, par exemple, pour des schistes siluriens fossiliferes de Sion (Loire- 
Inferieure) appartenant a la zone a Calymene Tristani. Sur une plaque 
polie parallele k la schistosile, on obtient une ellipse; en taillant en- 
suite des faces perpendiculaires au plan de schistosite et |)arallMes aux 
axes de cette premiere ellipse, on obtient les trois sections principales 
de Tellipsoide. Ainsi, dans un cas, j'ai trouve pour les trois axes 
de Tellipsoide 100, i34» i48; le rapport de ces deux derniors nom- 
bres, 1,1 1, est precisement le rapport trouve pour les axes de Tellipse 
situee dans le plan de clivage. Certains schistes metamorphiques pre- 
sentent non un plan de clivage, mais plutdt un axe de clivage, la roche 
se fendant avec une facilile presque egale dans tons les plans parallMes 
a cet axe. Un schiste de Nozay (Loire-Inferieure) presentant cette dis- 
position, tres-frequente d'ailleurs, a donne pour les axes de rellipsoide 
de conductibilite 100, 112. i52; on voit qu'on se rapproche beaucoup 
d*un ellipsoide de revolution allonge. 11 semble que la pression se soit 
exercee dans toutes les directions dans un plan perpendiculaire au 
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grand axe. Je n'ai pas continue cet ordre de recherches, aprfes avoir 
eu connaissance du travail de M. Jannettaz. 

. Mais, remarquant que I'ellipse obtenue dans le plan de schistosit6, 
oil se trouvent etales les fossiles, me donne par la direction de son petit 
axe la direction d'une resistance quelconque a Tecoulement de la 
roche comprimee, j'ai pu arriver ainsi a determiner la valeur de cet 
^coulement. J'ai oper^, pour avoir les ellipses, non sur des plaques, 
mais sur des fragments presentant une face polie, et j'ai employe 
presque sans modifications Tancien proc^de de de Senarmont. La tige 
cliaufTee etait un fil de cuivre de 3 millimetres de diametre, taill^ en 
cone a son extr^mite; ce cdne vient s'engager a moitie dans un trou de 
2 millimetres de diametre et de 5 ou 6 millimetres de profondeur, 
creuse dans la roche a ctudier; la face polie est recouverte de cire et 
un ecran la protege contre le rayonnement d'un bee Bunsen qui sert k 
chauffer la tige; Telasticite de cette tige assure la certitude du con- 
tact, qui n'a lieu d'ailleurs que par le bord du trou. Get appareil, extre- 
mement simple, donne des r^sultats tres-sulBsamment exacts; dans des 
experiences comparatives faites avec le gypse, j'obtenais des ellipses 
tr^s-reguli^res qui m'ont toujours donne k quelques centiemes prfes les 
nombres de de Senarmont et de M. Jannettaz : 

rr =r 1 ,26 a 4eo degres environ. 

« 

Cette ellipse obtenue, il sufBt de fixer le fragment de roche a la place 
qu'il occupait aupres du fossile et de relever les directions du grand axe 
deTellipse, de Taxe du Trilobite etde la ligne de separation de la tete 
et du thorax. On a ainsi trois directions qui permettent tres-facilement 
de trouver le rapport des axes. Ce rapport est ce que j'appellerai le 
coefficient de compression. II reste k porter sur chaque diametre la lon- 
gueur qu'on veut corriger, et k construire le diametre du cercle qui se 
projette sur Tellipse : on aura ainsi le yi*ai rapport de la largeur de la 
tete k sa longueur. 

En operant ainsi sur un certain nombre de fossiles provenant de 
Sion, et presentant des formes tres-differentes, on arrive k des resul- 
tats concordants qui permettent d'afBrmer Tidentite d'espece. Voici, 
du reste, le tableau donnant les resultats des experiences. 

Jnnalet de i'J&coie NormaU. 2* S^rie. Tome IV. ^4 
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Les Trilobites ou parties de Trilobites Studies pr^sentent, eo n^gli- 
geaDt les difTerences de forme dues ^ la deformation, des caract^res 
tr^s-uni formes. Pour la t^te, la glabelte est sensiblement unie, les yeux 
soDt saitlants, la suture genale a la forme d^crite par M. Rouault pour 
ses deux especes Ogygia Edwardsi et Ogygia Brongrtiarti; mais la pre- 
miere se distingue par un caract&re bien net : c'est que le pygidium 
pr^sente des articulations nombreuses. 

Le nombre de ces cdtes eL leur forme sur le lobe m^diao du pygi- 
dium rapprochent cette espece i'Asaphus nohilis, Barr. Un trilobite 
d* Angers, appartenant a la collection de t'Ecole Normale, nrapr^seat^ 
absolument les caractferes de cette derni^re espece; je crois que Tassi- 
milation de ces deux especes n'est pas douteuse. 

Dans la figure donnee par M. Rouault pour Ogygia Brongjtiarti (') , 
le pygidium est une restauration et manque dans le fossile repr^sent^. 
M. Barrande (*), tout en admettant I'espece de M. Rouault, pense 
qu'elle a ete ^largie par deformation, et qu'il n'y a que cinq \ six cdtes 
sur les parties laterales du pygidium. C'est la conclusion ^ laquelle 



(') Bulletin de la Soci^te gMngique de France, t. VI, a' sirie, p. 88. 
{') Systeme sihaien de Bohdme (Trilobiles), 1. 1, p. 655. 
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nous avoQS ete conduit : si Ton jette les yeux sur notre tableau, on voit 
que des formes tr^s-differentes, comme les fossiles 1, 3» 5, provien- 
nent d'individus primitivement de meme forme. Le type de M. Rouault 
presente les ann^aux du thorax perpendiculaires a Taxe du corps; 
c'est precisement le cas oil la deformation est maxima /Dans ce cas, on 
obtient immediatement la valeur corrigee du rapport de la largeur de 
la tete a sa longueur en la divisant par le coefficient de compression. 
Ce rapport, dans le dessin de M. Rouault, atteint 3,8; si on le divise 
par :2,35, valeur moyenne des rapports corriges que nous avonstrouves, 
on obtient I962, qui est precisement la moyenne de nos coefficients de 
compression; ce n'est pas Ik une verification rigoureuse, puisque le 
fossile pr^cite vient d' Angers, mais ily a la au moinsune coincidence 
remarquable. 

Ogygia Brongniarti non d^form^e serait done bien plus allongee que 
neTindique la diagnose de cette espece. A Tetat adulte, la largeur de 
la tete est ^gale k 2,35 fois sa longueur; les valeurs 2,i3 et a,i4 ap- 
partiennent k des individus de plus petite taille. La taille qu'atteint 
cette espece est considerable ; le fossile n^ 3 a une longueur de 4o cen- 
timetres; le n^ 1 une longueur de ai centimetres avec une largeur 
de 2i; le fragment n^ 7 provient d'un individu de 3o centimetres au 
moins. Remarquons cependant que ces longueurs ont du etre augmen* 
tees parTepanchement de la roche sous I'influence de la pression, et i) 
serait difficile de pr^ciser la valeur de cet allongement. 

Une piece fort interessante pour la determination de cette espece 
est un hypostome en place, presente par un individu de grande taille, 
dont je ne poss^de que la tete et une partie du thorax. Cet hypostome 
est arrondi en arrifere et non fourchu. On sail que ce caractfere est in- 
voque par M. Barrande pour etablir la distinctiou des genres Asaphus 
et Ogygia. Ogygia Brongniarti sevddt done bien une Ogygie, et les hy- 
postomes fourchus signalds dans les roches siluriennes de Bretagne 
pourraient se rapporter k Ogygia EdwardsU si Tassitnilation entre 
cette espece et Asaphus nohiUs^ Barr., etait defmitivement admise. 

Le principal caractere specifique de I'espece qui nous occupe est la 
forme du pygidium, qui, chez les individus de grande taille, est sensi- 
blement lisse et presente seulement quatre ou cinq cotes peu profondes 
sur les lobes lateraux, dans les individus de taille moyenne. L*axe du 

24. 




Les cspeces de Bretagne appartenant au genre Ogygia, pour quel- 
ques-unes peut-etre au genre Asap/ius, bien caracteriseea, seraient, 
comme I'admet M. Rouaull, Ogygia Guetiardi, Brongniart, Ogygia 
Edwarsi, Rouaull, Ogygia Brongniarti, Rouault. 

Ogygia Guetiardi est I'espece faile en 1818, par Al. Brongniart, sur 
desechnntillons d'Angers. M. Renault In regards comnic caracterisee 
par le rapport i.3o entre la largeur du Lonelier cephalique et sa lon- 
gueur. D'aprcs des indlvidus provenant de la Hunaudiere [Loire-Infe- 
I'ienre), et presentaiit la conservation parfaite des lussiles de cette lo- 
calile, qui, comme ou le sail, ont ete conserves dans des rognons de 
roche argileuse tres-dure, et souvent ne sont pas deformes, nous croyons 
ce rapport Irop petit. Lalargeur du bouclier ceplialique est egale a i,65 
fois sa longueur. Le pygidium est orne, sur les parties lalerales, de 
sept a liuit cotes peu elevees. Les organes panderiens sont tres-appa- 
renls sur les pifevres. 

Parmi les fossiles de Sion se trouve un pygidium appartenant k une 
cs|)ece nouveile d'Ogygie. Ce pygidium est remarquable par I'etroi- 
lesse du lobe moyen qui n'a que ^ de la largeur lotale; il est orne de 
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quatre ou cinq c6tes peu distinctes et cesse brusquement vers les deux 
tiers du pygidium. Celui-ci est termine eo pointe a son extremite pos- 
terieure {fig. 2); il est orne de huil cdtes sensiblement rectilignes et 
iQclinees en arriere, qui presentent une pente douce en avant et tres- 
abrupte en arriere. La doublure du test est ornee de stries concentriques 
parallfeles aux bords du bouclier, caracteristiques des AsapHdcB. Nous 
rapportons provisoirement cette espece au genre Ogygia^ et proposons 
pour elle le nom ^Ogygia Delessiiy comme temoignage de reconnais- 
sance pour notre savant maitre, M. le professeur Delesse. 

li n'est pas inutile de signaler la ressemblance, comme facies general, 
de la faune trilobitique de Bretagne et de celle de Wozeck, en Boheme; 
c'est dans cette localite que M. Barrande a signale, entre autres, Cafy- 
mene Arago^ Renault, et Ogygia desiderata^ Barr. Cette derniere espece 
presente d'assez grands rapports avec Ogygia Brongniarli. 

Je ferai remarquer, en terminant, que dans le ca's oil, sur la meme 
plaque de roche, se trouvent deux fossiles differemment orient^s, on 
pent en retrouver les dimensions d*une manibre simple sans recourir 
aux proprietes calorifiques de la rocbe. Les directions de deux lignes 
primitivement rectangulaires dans chaque fossile, comme sOnt Taxe et 
le bord du bouclier c^phalique dans les Trilobites, nous donnent deux 
systemes de diam^tres conjugu^s; on pent, par suite, trouver la direc- 
tion du grand axe de Tellipse de compression. Cela fait, on est ramenS 
au cas ou on Tobtient par la conductibilite. Les constructions sont tres- 
^lementaires; je les indiquerai, cependant, pour faciliter Temploi de 
cette methode, si le cas se presentait de Tappliquer. 



Fig. 3. 



Fig. 4. 











.<:"" 



Soient AO, A'O, et BO, B'O (fig*^) les deux directions de nos deux 
systemes de diametres conjugues. On sait que, si Ton fait passer des cir- 
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conferences par le centre et par les points oil les differents syst^mes 
de diamfetres coojugu^s rencontrent une droite quelconque, on a une 
s^rie de circonferences ayant meme axe radical. Prenons la droite pa- 
rallfele au diametre AO; Taxe radical sera A'O : on fait passer une cir- 
conference par les trois points, 0, B, B'. La circonfdrence passant par 
les extr^mit^s des axes aura son centre sur la droite et passera par les 
points A' et 0; en la construisant on a les axes GO, CO. 

Quand on a la direction du grand axe et de deux diambtres conju* 
gues, par deux points de I'axe A et A' {fig. 4)9 on mene des parallMes 
auxdiametres et Ton abaissela perpendiculaireBC; en prenant OD egal 

^ la moitie de AA', le rapport g^ est precisement ce que j'ai appele le 

coefficient de compression. 

En portant sur AB la longueur qu'on vent corriger, et menant £F 
parallele a BG, on obtient une longueur AF qui est dans un rapport de- 
termine avec la longueur vraie avant la deformation. En operant de 
meme a partir de A', on a deux longueurs dont le rapport est la valeur 
corrigee du rapport que Ton cherche. 

En appliquant la premiere de ces constructions a deux Ogygies ap- 
partenant a un meme fragment, dont Tune etait precisement TOgygie 
avec hyposlome dont j'ai parle plus haut, j'ai trouve pour le coefficient 
de compression les deux valeurs, tres-concordantes, 1,61 et 1,62. 

Je compte etudier les deformations dans les autres genres de Trilo* 
bites de Bretagne : ce sera Tobjet d'une seconde Note. 
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APPLICATION 



DB LA 



FLEXION CIRCULMBE DES LAMES ELASTIQUES 

AU TRACfi DES ARCS DE CERCLE, 
Par M. H. RESAL, 

MBMBBE DB l'iNSTITUT. 



Quelles que soient les conditions auxquelles doit satisfaire le trace 
d'un arc de cercle, on pent toujours^ soit graphiquement, soit par le 
calcul, fixer la position de trois points par lesquels on est ramen6 k 
faire passer cet arc. 

Mais si le rayon est tres-grand et la corde relativement petite, la de- 
termination du centre laisse k desirer au point de vue de Texactitude; 
il faut, en effet, avoir k sa disposition une table de dessin d'une grande 
etendue; de plus, I'intersection des perpendiculaires, menees aux mi- 
lieux de deux cordes, ne donne qu'approximativement la position du 
centre, position que Ton ne fixe definitivement qu'k la suite de taton- 
nements plus ou moins longs et fort ennuyeux. Enfin I'emploi de 
compas de grandes dimensions, ou de regies a pivot munies d'un 
crayon ou d'un tire-ligne, laisse ausai k desirer sous le rapport de la 
precision. C'est ce qui explique pourquoi, dans la confection des map- 
pemondes^ on trace par points les paralleles voisins de I'equateur et la 
plupart des meridiens. 

M. Tchebychefy si je ne me trompe, a eu le premier I'idee d'eluder 
ces difficult^s en construisant un instrument qui se compose en prin- 
cipe d'une lame elastique; un mecanisme particulier permet de faire 
flechir cette lame de telle maniere que, quelle que soit la fleche, son 
profil ait (suivantM. Tchebychef) huit points communs avec un arc de 
cercle auquel on peut substituer ce profil par approximation. 
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Si une lame elastique esl encaslree par ses extrimites dans deux 
pieces mobiles a volonle autour de deux axes fixes paralleles, i) esl 
facile de voir qu'en faisant tourner en sens inverse ces encastrcmenls 
d'un nieme angle, le profil de la lame afTeclera la forme d'un arc de 
cercle; car, en raisoa de la symetrie, les encasfremenls ne donnent 
lieu qu'a des couples egaux el de sens contraire. 

L'instrument represente par \^ fig- i realise a tres-peu pres cetlc 
conccplion theoriquft. 




Cliacun dc3 encaslrements de la lame est forme d'unc traverse hnri- 
zontale CC pouvant tourner autour d'un axe vertical U; au-dessous de 
cette traverse, vera ses extremites et a egale distance de I'axe U, se (roii- 
vent deux roulettes identiques dont les axes sont verlicaux. On en- 
gage la lame entre les quatre roulettes aprcs avoir regie la position 
relative des encaslrements, conime nous I'indiquerons plus loin. Les 
axes U sont maiotenus dans une pifece horizontale AA, au-dessous de 
laquelle se trouvent les encastrcmenls, et qui repose sur trois pieds. 
Aux extp^mites sup^rieures de ces axes sont adaptees deux roues 
dentees identiques B, B, engrenant avec une vis sans fin VV donl I'axe 
passe entre les deux roues et au moyen de laquelle on fait flechir la 
lame. 

Les guides de la vis sans fin sont maiatenus sur le support AA par 
des vis de pression qui permettent de la d^sembrayer lorsque Ton veul 
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r^gler la position des encastremcnts avant la mise en place de la lame; 
il sufBt, a cet efTet, de faire en sorle que les quatre galets soient tan- 
gents a une regie disposee en consequeQce; on engrene ensuite la vis 
sans 6n, puis on serre les vis de pression. 

Si Tangle forme par les rayons des roulettes interieures menes en 
leurs points de contact avec la lame ne depasse pas une certaine limite, 
la courbure des portions de la lame comprises entre les deux couples 
de roulettes est tr^s-faible et peut etre negligee, ce qui revient k con- 
siderer le pro61 de chacune de ces portions comme se confondant avec 
la tangente commune aux profits des roulettes correspondantes. 

Si Ton fait abstraction du frottement, les reactions sur la lame des 
deux roulettes exterieures, comme celles des roulettes interieures, sont 
normales et egales entre elles en vertu de la symetrie. Les reactions 
d'un couple de roulettes etant cens^es paralleles entre elles, d'apr^s 
ce que nous avons dit plus baut, sont de sens contraire et ont neces- 
sairement la meme valeur; car autrement les reactions des quatre 
roulettes auraient une resultante qui ne ferait equilibre a aucune force 
ext^rieure. On voit done que, au degre d'approximation convenu, les 
reactions des roulettes forment aux extremites de la lame deux cou- 
ples identiques de sens contraire, et que, par suite, le profil de la lame 
est circulaire entre les roulettes interieures. 

Nous allons chercher maintenant a pousser plus loin Tapproximation, 
en determinant les modifications apportees a la forme circulaire par la 
courbure de la lame dans les encastremcnts, puis par les frottements. 

I® Influence de la courbure de la lame dans les encastrements . — 
h^ifig. a represente la section faite par le plan perpendiculaire aux 
axes des roulettes qui contient la fibre moyenne de la lame. 

Soient 

JUL le moment d'elasticit^ de la lame; 

Co, C< les centres des roulettes interieure et exterieure de Tun des en- 
castrements; 

A«, A| les points de contact de celle de leurs tangentes interieures avec 
laquelle la lame vicndrait coincider en faisant tourner dans un sens 
convenable la roulette C, autour du centre Co; 

ao, a^ les points de contact de la lame avec les roulettes Co et C| ; 

J /males de I'icole Normale, a* S^rie. Tome IV. 25 
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/ la longueur connue Aoi A| ; 

R le rayon de chacune des roulettes; 

fxNi la reaction de la roulette C« sur la lame dirigee suivant C, a^ en 

negligeant le frottement; 
Bof €| les angles A^ Co ^o' A« C| a^. 

Fig. a. 




# / 
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V / 
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Nous prendrons le point k^ pour origine des coordonn^es, la direc- 
tion de Ao A« pour celle de Taxe des x^ et le prolongement au delk 
de Ao deCoAo pour partie positive de Taxe des y. Nous designerons 
par p» a le rayon de courbure et Tinclinaison de la tangente sur Aoo; 
au point m du profil a^ Uq dont les coordonn^es sont x ety. 

On a 

ar = — Rsineo, 7==— R(i— cose«), «= £«» pour le point at, 
ar = / — Rslne,, /= R(x— cose,), a=-e„ pour le point at, 

et r^quation de la portion aoa, de la lame elastique est 

- z=Ni cose, (/ — R sine, — ;c) -h N, sine, [/ — R {i — cose, )]• 

r 

Gomme a decroit constamment a partir de Sf, nous devons prendre 

- = — -T-' ^ etant I'el^ment d'arc, d'oii 
p as ' 

(i) — -J- = N, |(/— R sinci — x) cose, 4- (/ -^ R [i— cosei]sin€i j. 
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Si Ton diff^rentie cette equation en remarquant que co8a = -^> 
sina = ^? on obtient la suivante : 

-~NiC0s(a-4-€,). 



ds 



Multipliant par da, integrant et remarquant que Tequation (i) donne 
^ = o pour le point a< ou pour a = — e, , on trouve 

(2) -:jfn'=N.sin(«4-e.), 



d'ou 



2 ds' 



ds = ^^ ^^ 



-? 



par suite 



^Ni v'sin(a-t-ei)- 



, I cos a da 

dx = : . ^rrr^ 



^aN, v^sin(a-f- e,) 



rfr= — 7=^ 



sin a dot 



^aNi ^sin(a-h €^) 

Si l*on intfegre ces derni^res Equations entre les points Uq eta,, on ob- 
tient les suivantes : 

/—R (sine, — sine.) = "7= I =? 

V^N, •/— f. Vsin(a-t-ei) 

sin a da 



f R{2— cose,--cos8«)i=-p^ I ,-— — 



-f-e,) 

qui permettront de determiner ^o et €, en fonction de N,. Si on les 
ajoute aprbs les avoir multipli^es respectivement par sine, etcose,, 
puis par cose, et — sine,, on trouve 

/sine, — aRfcos'^^^-i^^ — cos e,l = -7rL= f' v^sin(a-t-e,) c/a, 

(4) \ 

/cose, +R[sin(eo-l-e,) — 2sine,]= -p===: v^sin(ea -+-e,), 

25* 
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et la solution du probl^me ne depend que d'une integrate elliptique de 
seconde espece. 

Supposons que £0 6t £|, par suite a, soient assez petits pour que nous 
puissions en negliger, devant Tunite, les puissances superieures a la 
seconde, nous aurons 

I \/sin(a-h e,)rfa= / v^a^-ei (a-t-e,)M 

= |(ea-4-e.f ri-^(€a-+-e.)M» 

v/sin(ea4- e,) = v/e« -+- e, i (e«-f-e,)* U 

et dans ces valeurs nous pourrons negliger les iermes du second ordre, 
non-seulement parce qu'ilssont deja supposes petits, mais encore parce 
qu'ils sont affectes de petits coefficients; il vient ainsi 

Si nous negligeons maintenant les termes du second ordre et si nous 
admettons que R soit assez petit pour que Ton puisse considerer les 

rapports -^S — ^-^ — ^comme etant de cet ordre de grandeur, nous 



aurons 

(6) 

d*ou 

(7) 



'€,= — =^(60-4- 6,)v^£. 4-6., 

3v/2Ni 



2 






e# = 2 e„ 
N./» = 6e.. 



Si Ton designe par fxNo la reaction de la roulette Co et si Tontrans- 
porle les forces fxNi, juiNo parallelement k elles-memes au point A,, 
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onreconnait, en continuant rapproximatioDci-dessus^ qu'ellesser^dui- 
sent a 

1** Une force Y = fx(N« — N,), dirigee suivani A»j; 

2** Une force X— — fi(Naeo-*- N,€i), dirigee suivani A#x; 

3« Un couple pN,/= -p. 

Soient 

S le sommet de la portion de la lame comprise entre les roulettes int6- 

rieures ; 
lo, I| les intersections de la normale en ce point avec les prolongements 

de ao Co et a, G« ; 
a la longueur AqIo et 9 Tangle AqIS qui sont consideres comme des 

donn^es de la question. 

Pour determiner la forme de la courbe AqS, prenons respectivement 
pour axes des x' et desy la tangente et la normale en S. 

Les deux groupes de forces Y et X se faisant equilibre sur la lame 
entre les deux roulettes interieures, on a, en projetant sur SIo, 



(«) . 


(N,-N,)cos? = (N 


[•e.-f-Niei)sln9, 


d'oii 


i-f-ae, Ung9 






Y 3N,e,lang9 


i8e| tangf 




[JL i-\- 2ti tangf 


/*{i-h2e, lang(p) 




X 3N,6, 


18 e? 




fjL i-f-ae, tang<p 


/»(i-h2€,lang<p) 



Les composantes des forces jxN|, jxNq paralleles aux axes Sy, So/, ab- 
straction faite du facteur /x^ ont, par suite, pour expressions 

V— iSef (siny — cosy ) 
"~" /'(i-Haeilangy) 
(8) { „, 



/• [cos y ( I -f- 2 €, tang y )] 

Si done nous designons pary^ Tordonnee du point Ao et par 7 Tangle 
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que forme la tangente au point (^y) avecSoO?', nous aurons 



(9) 



^ = Y'(asin9-.a;')-X'(/.~r) + T' 



On tire de 1^ 

-jt\ — X' siny — Y'cosy, 

et, en multipliant par d^ et integrant, 

(lo) i^*^^X'cos?-Y'sln<p4-C, 

C etant une constante que Ton determinera en exprimant queles 6qua* 

tions (9) et (10) donnent la mSme valeur de ^ pour le point S ou pour 

a?'= o, y = o, 7 = o; d'oii, en remarquant que X', Y' sont du second 
ordre, 

C = X'H-i(Y'flsin9-X'y.-*-^y=rX'H-i8~J. 

L'^quation (10) devient, en y rempla^ant X', Y', C par leurs valeurs et 
d^signant par p le rayon de courbure, 



I rfy Ge, I 

p "" c/5 ~" ./ L 



, . N {1 — cosy) 

siny (cos© — sino) ^ 

' ^ ^ ^^ cosy 

n-2f, langy 




Pour que le profit aoS diflere peu d'un arc de cercle, il faut que, entre 
Y = o et 7 = y — 6 ou 7 = 9, le second terme entre parentheses, nul 
avec 7, reste une petite fraction; en admettant qu'il en soit ainsi, sauf 
k determiner ulterieurement les conditions qui doivent etre remplies 
k cet effet, on pent prendre 



I rfy 6ei I I 

Z ' (Is "I L '^ 2 



/ . X (it — cosy) 
siny(cos9 — smy) — ^ '' 



cosy 



M- 2eilang(p 
d'oii 




~" rfy L' ^ 



1 / • X (i— cosy) 
siny(cos9 — smy) — ^^ '-^ 



, . ^. . . C0S9 
(11) P=^-rl^ 
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Soit 

"" 9 — 311)9' 



= -J'''' = ^i'-- 



cos<p)(cos9 — sin<p) — 



(12) — ' -^-— ■ - 



29(14- 2eitang9) 
le rayon de courbure moyen; nous aurons 

p — t> _ I r ( I — COS9) (COS9 — sin 9 ) tangjp 

, *v "" 2( i"}- 2 ei lang 9~) L ^ 9*" 



I . , . , I— ^ cosy 

siny(cos9 ~sin9)-i '- • 

C0S9 ' ^ ^ COS9 J 



POSODS 

(i— cosy) 



ti z=z siny(cos9 — sin9 ) 



cos 9 



Supposons d'abord que 9 soit inferieur a 45 degres; si Ton fait croilre 7 
a partir de zero» >7 d'abord nul croitra, puis decroitra et s'annulera pour 
la yaleur de 7 donnee par Tequation 

tang- = cos9(cos9 — sin9). 

Cette valeur ne correspond a un point de Tare a^ S que si elle est in- 
ferieure a 9 — So> ou si Ton veut a 9, ce qui n'a lieu que si 9 est au moins 
egal k 3^ degres environ. Le maximum >? correspondra a la valeur de 7 
donnee par 

tangy= cos 9 (cos 9 — sin9), 

et ne sera admissible que si cette equation donne pour 7 une valeur 
au plus egale a 9, ce qui suppose que ce dernier angle ne soit pas in- 
ferieur a 24^ 25'. Ce maximum sera 

^'~ €^9 [v'»-*-cos»9(cos9-sin9)'-iJ. 

Pour de plus grandes valours de 7^ celle de -n deviendra negative, et sa 
plus grande valeur absolue correspondra a 7 r=: 9 et sera 

I i\ t / . \ . (' — C0S9) 
(14) sin9 (sm9 — COS9) -H ^\ 
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il est facile de reconnaitre que, entre 9 = 24^25' et 9 = 4S^f elle est su- 
perieure au maximum tf. 

Si 9< 24^25', la plus grande valeur de us sera donn^e par Texpres- 
sion (i4) changee de signe; la meme expression donne la plus grande 
valeur de — >? pour 9 > 45^» limite a partir de laquelle tq reste con- 
stamment negatif. 

II r^sulle de cette discussion que la plus grande valeur absolue du 
rapport (i3) correspond ay = 9 et qu'il croit avec 9. Cette valeur est 

I r, ,/i — cos© . \ , tango 1 
— ; : (coso — smo) I ^ — smo ) H ^x — i 1. 

En y faisant 

/? « 0,345 

9 = 6o% on trouve ,-^3466, ^ 

f, 0,200 

<p = 5o% . ' ^ ^ 

i-f-2,38ei 

//:o o,i36 



H-2£ 



I 



/ o 0,082 

^ 14-1,676, 

9 o 0,004 

^ i-M,55s, 

On voit, d'apr^s ce tableau, que pour que Tinstrument que nous Stu- 
dious donne un trace sufTisamment exact, il faut que Tangle 29 desnor- 
males aux extremites de la partie utile de la lame ne dSpasse pas 80 de- 
grSs, comme nous le supposerons dorenavant; mais alors, en raison du 
degrd d'approximation adopte, nous pouvons negliger 2€| tang9 devant 
TunitS, et les Equations (11) et (12) se reduisent respectivement aux 
suivantes : 

I t\ ^* I ' r • / .X (i— COS©)!) 

<"^ p=5j;=!'-iL' y^"°^^-^'°^>- cosy J r 

II nous reste maintenant a determiner la valour de G correspondant 
k un angle 9 donne. 
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Nous avons dx' = ds cosy ^ dy = ds siny ^ et en remplaQant ds par 
sa valeur donn^e par requation (i i')» puis int<§grant entre les limiteso 
et y, on trouve 



^> = ^r3iny--gJHy.-«^o»'P-«"'?)sin'y4-:r-^ + g^l 
oei L 2C0S(p 4 4c^S9 o J 

[sin'~ I 

. ,y 2 1,, y, , , (COS9— sln9) . I 
2sin*^ -J sin'y — 4 (cos© — sin©) -f- ^ ^ ^sinay I • 
2 COS9 4 ' 4 ^ -■ 

II ne faudra pas perdre de vue que dans chacune de ces expressions 
Tensemble des termes qui suivent le premier est de I'ordre de in. 

Pour le point Uo^ on|a, aux teritles du second ordre pr^s en €« etij, 
en designant para;'^ Tabscisse du point A09 

et» par la substitution de ces valours, les deux Equations pr^cedentes 
permettront de determiner 6| etj^o? Q^^is il nous suffit de considerer 
seulement la premiere, qui fait connaitre €|, la seule quantite qui entre 
dans Texpression de p. En n^gl)geant les termes de Tordre YiB^j on 
trouve 

(I \ /COS9 — sin9\ . , 9 . sin29 
2C0S9/ V 4 / ^ 4cos9 8 

-~ -f-2cos9 

Soient Tangle dont on a fait tourner les porte-roulettes, ou Tincli- 
naison de la droite G| G^ sur Sx\ o) Tangle connu que forme €« G^ avec 
A| Ao ; on a 

9 — 0) = go" — e, 

d'oii 

(16) 9 = 9o**-f-w — 0. 

Si d est la distance connue , a Sy , de Taxe de chaque porte-rou- 
lettes, on aura 

d= -cos(e-+-a)) -+-^'«, 
2 

Annale$ de Vtcole Normale, a« S^rie. Tome IV. 26 
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d'oii 

(17) x\ =c/ cos(e-f- w). 

Si Ton met les formules (1:2') et (i5) sous la forme 

(12") t==H~, {i5') e^=: -r— — 



I 



i-+-B 



on a 



H = o,i6o9, A=:o,i692, 8=1,969 pour 9=10", 

o,i58i, 0,3326, 19^19 * ^^S 

0,1687, 0,4720 > * * >733 » 3o*, 

0,1719, 0,5574* 1,532 » 4o**- 

A Taide de ces donnees et des formules (12"), (i5'), (16), (17), il 
sera facile de construire pour chaque instrument une table donnant les 
valeurs de x, correspondant a des valeurs de 6 suffisamment rapprochees 
les unes des autres; Tangle 6 pourra d'ailleurs etre indiqu6 par un 
systeme d'aiguilles et de cadran dispose en consequence. 

2? Influence du /rottement. — Soient 

p le rayon des axes des roulettes ; 

/ le coefficient du frottement des roulettes sur leurs axes ; 
c^ le coefficient du frottement de roulemcnt des roulettes sur la lame ; 
fxTo, |xT| les composantes tangentielles des reactions des roulettes Co 
et Cf sur la lame. 

Nous n6gligerons les termes de I'ordre/e, ou/sot et nous pourrons 
aussi supposer que les forces jxTo, jxT| sont dirigees suivant la tan- 
gente Ao A| commune aux deux roulettes. Les conditions d'^quilibre 
des roulettes donnent 

(17) T. = NoA-, T.^N.fr, 

en posant, pour abr^ger, k = — ^^* 

Au degre d'approximation adopte, Tinfluence des forces /xTot fxT| sur 
la courbure de la portion at aode la lame est ne^ligeable. Le frottement 
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de roulement, resultant, comme on le sail, de ce que les points d'appli- 
cation des reactions fi-N^, fxNi sont portees en avant et a la petite dis- 
tance c^ de Uo et a,, n'influe pas non plus d'une maniere sensible sur 
la forme de aj Uq, de sorte que les equations (6) et (7) peuvent encore 
s'appliquer dans les conditions actuelles. 

Au lieu deT^quation (a), nous avons la suivante : 

(N, — N(,)cos9 = (Nae«-*-Nie,)sin9qpAr (No -+- N,)sin9, 

en prenant le signe — ou le signe + selon que Ton tend a augmenter 
ou a diminuer la courbure de la lame. 

Pour fixer les idees, nous considererons le premier cas; le second 
s'en deduira en changeant le signe dek. L'cquation precedente donne, 
aux termes du troisieme ordre pres en F|, k^ en ayant egard aux for- 
mules (7), 

fie 

N. = -^,' [1 - (3e, - a/r) lang?], 

et Ton voit que Ton pent prendre T© = T, = -^• 

II resulte dej la que la de^rmation de la lame aoS, due au frotte- 

ment, est produite par les forces la ^^r"tangy, 12 ^~j^> respective- 

ment dirigees suivant Co^o ou CqAq et Aq A,, en negligeant le frotte- 
ment de roulement qui ne pent pas avoir une influence sensible sur la 
forme de la courbe. 

Le moment des forces prec^dentes par rapport ^ un point quelconque 
de UqS pent etre evalue, en continuant Tapproximation adoptee 
comme si cet arc appartenait au cercle de rayon %>; de sorte que, si Ton 
appelle p' le rayon de courbure au point ci-dessus, en r^servant la 
lettre p pour designer le rayon de courbure au meme point dans le cas 
ou Ton neglige le frottement, on a 

=12 6,*- j^ | — sin(9 — e)Ung9-+-[i— cos(9 — e)]|, 

d'oii 

p' — p= lac.A "p pp'|sin(9 — e)lang9 — [1 — cos(<j)--e)]i, 

26. 
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ou encore, en remplaQant pp' par ^^^ 

p'— p = i2e,Ar jj |sln(9 — B) tangf — [i— cos(9 — 6)]}. 

Si nous appelons v' la valeur moyenne de p' ou- I p'dkpj I'equation 
prec6dente donne par Tint^gration 

OU, en vertu des formules (1:2'') et (i5'), 



t,' — t = i2^^ ^ (tang9 — <p), 



^=»i(9*b), 



en posant, pour abreger, L = 12 . "g? — ? 32 

Si Ton fait le calcul on trouve que Ton a 

L = 0,0201 pour 92=10**, 

0,0391 » 20^, 

0,0710 • 3o% 

o , 1 292 » ^o**. 

Or, tout en satisfaisant a des conditions convenables de solidite de 
i'instrument, on peut donner a/> une valeur telle que k soil au plus 

egal a -^\ et alons '^^ ? tout en croissant avec la courbure, restera lou- 

jours une petite fraction dans les limites de 9 que nous avons admises; 
en d'autres termes, le frottement n'a pas une influence sensible sur la 
forme de la lame, et c^est ce que nous nous proposions d'^tablir. 
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LES ALTERATIONS SPONTANEES DES (EUFS, 

Par M. Ultsse GAYON, 

AiNGIEN iLk\E DB L'^OLE NORMALE SUPJ^RIBURB, AGR^GB DBS SGIBNGBS PHYSIQUES. 



INTRODUCTION. 

Lorsqu'on abandonne a eux-memes des oeufs naturels, c'est-a-dire 
tels qu'ils ont ete pondus, sans qu'aucune preparation ayant pour but 
de les coDserver ait modifie leur surface ou leur contenu, et qu'on 
les laisse a I'air libre, soumis a rinfluence de Ja temperature, de la 
pressioD et de Tetat hygrometrique, on ne tardepas k conslater qu'un 
certain nombre de ces oeufs se sent alt^res ( '). Ges oeufs alteres sent 
devenus impropres a Talimentation et ont eprouye des modifications 
profondes qui ont transforme completement leur contenu dans sa cou- 
leur, son odeur, sa saveur, sa composition chimique. 

l^tudier ces diverses alterations, touted spontan^es en apparence, en 
rechercher les veritables causes, tel est le but que je me suis propose 
dans le present travail. 

Mes observations ont port^ jusqu'ici exclusivement sur les oeufs d*oi- 
seaux. 

Les recherches que je vais exposer ont ete faites a TEcole Normale, 
dans le laboratoire de Ghimie physiologique, dirige par M. Pasteur. 
Je suis heureux de pouvoir remercier publiquement mon illustre 

(*) Les autres oeufs ne sont point rest^s/rai>;mais ils n'ont subi qu*une modification 16- 
g^re, sensible seulement au goilt; ils ne sont point pour cela impropres k Talimentation. 
On dit dans ce cas qu'ils sont vieitx. L'^tude du vieillissement des oeufs sera Tobjet d*un 
Memoirs sp^ial. 
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maitre des savants conseils qu'il n*a cess^ de me donner avec la plus 
grande bienveillance. 

Les principales alterations que pr^sentent les oeufs sont produites, 
soit par la putrefaction, soit par le developpement de moisissures. 

Une epreuve d'une grande simplicite permet de savoir si un oeuf est 
sain ou malade, et de reconnaitre, sans I'ouvrir, la nature et le degr^ 
de son alteration » quand celle-ci existe. Cette epreuve est ce qu'on ap- 
pelle le mirage. 

Le mirage consiste a regarder une lumiere a travers un oeuf. On a 
imagine divers appareils pour rendre le mirage des oeufs plus sikr et 
plus expeditif (*); mais, dans la pratique, apres les avoir rejetes tous 
successivement, parce qu'ils etaient couteux et incommodes, on s'est 
definitivement arrete au mode suivant. L'observateur se place avec une 
bougie dans une chambre noire; il saisit Toeuf aux deux extremites de 
son axe et Tinterpose entre Toeil et la bougie. L'operation est plus ra- 
pide, et dans une certaine mesure plus facile, si Ton mire deuxceufs k 
la fois, en rapprochant leurs coques jusqu'au contact; le contenu se 
trouve alors mieux illumine (^). 



( ' ) Dans son Memoire sitr la production artificielle des monsiruosiiSs dans Vespece de la 
poute^ M. G. Dareste d6crit un de ces appareils. [Ann, des Sciences naiurelles, Zoologie, 
4« s^rie, t. XVm, p. a45; i86a.) 

(') Le mirage ainsi pratiqu6 devient tres-exp6ditif entre des mains exerc^es. On com- 
prendra l*importance considerable de cette operation et la n^cessit^ de sa rapidity, si Ton 
remarque que tous les oeufs qui arrivent a Paris, et qui sont destine k Talimentation, sont 
compt^, mesur^s et mir^ chaque jour avant d*6tre livr6s aux marchands. Des agents spd- 
ciaux font ce travail dans les caves des Ilalles centrales et s^parent : i*" les oeufs dont le 
diam^tre est sup^rieur ou inf^rieur k une valeur determin6e ; a® les oeufs sains, les crafe 
pourris et les oeufs tach^s. 

Chaque ann^e les apports en oeufs, k la vente en gros, sont considerables. Yoici, par 
exemple, pour Tanndo 1872, des renseignements officiels que je dois k Tobligeance de M. le 
Pr6fet de police. 

Apport total : 23 1 193526, repartis comme il suit: 

Janvier 14040670 Juillet 17073335 

F^vrier 24193870 AoAt 17098545 

Mars 35902070 Septembre 13407065 

Avril 3i o53o65 Oclobre 11 939 1 15 

Mai 25 181 520 Novembre 11322480 

Juin 17992750 D^cembre 11 988990 

Le nombre des oeufs tach^s, pour la mdme ann^e, s*est eiev^ k 3467880, et celai des 
oeufs pourris k 564 070* 
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Dans ces conditions, un oeuf compl^tement sain et frais apparait 
transparent et teinte en rose clair, soit ufiiformementy soitavee un ton 
qui se fonce vers le centre. Un oeufun peu vieux, niais sain» presente 
un ton plus rouge, un peu marbr^, limite vers le gros bout a une cou-* 
leur grise, uniforme, qui correspond a la chambre k air» et dont Teten- 
due augmente avec Tage de Toeuf. Les oeufs pourris sont completement 
opaques. Ce caractere leur est commun avec les oeufs couves; mais 
ceux-ci se distinguent des premiers en ce que leur chambre a air oc- 
cupe un grand espace, d'oii il resulte qu'au mirage la region opaque 
se termine brusquement a une zone grise et transparente. Enfio, lors- 
qu*un oeuf renferme des moisissures, on aperQoit, au milieu d'une aire 
teintee de rose, une tache de diam^tre variable, foncee, noire, qui 
tantdt se deplace dans Toeuf, quand on le retourne, tantdt, et c'est 
le cas le plus frequent, parait adherente a la coque ou terminee a la 
chambre k air. Cette apparence justifie Texpression que Ton applique, 
dans le commerce et dans la ferme, aux oeufs moisis : on dit en eflet 
qu*ils sont tiich^ ou qu'ils ont la tache. 

L'application du mirage a des recherches scientifiques pent etre 
d'une grande utilite. Ainsi M. C. Dareste a pu, par ce moyen, suivre a 
travers la coque les premiers developpements de I'embryon, recon- 
naitre ses mouvements et constater son etat de vie ou de mort (' ). Rien 
n'est plus commode pour observer la position et la grandeur de la 
chambre a air; avec assez d'habitude, on pent meme distinguer les 
oeufs doubles et les oeufs triples, ceux dans lesquels sont renfermes deux 
ou trois vilellus. L'usage de ce procede m'a permis de savoir chaque 
jour Tetat d'alteration des oeufs que j'avais mis en experience, et de 
ne les ouvrir qu'au moment opportun. 

(') G. Darestb, Mtooire cil^, p. 246. 
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CHAPITRE I. 

DE LA PUTRfiFACTION DANS LKS CEUFS, 



I. — Historique. 

m 

La putrefaction est une decomposition des mati^res animales ou v^- 
getales qui se produit dans certaines conditions de chaleur et d'humi- 
dite, avec degagement de gaz fi6 tides. Les oeufs sont ^minemment aptes 
k subir cette alteration profonde» cette fermentation putride. 

II n'est personne qui n'ait observe des oeufs pourris; tout le monde 
connait I'odeur repoussante et malsaine qu*ils exhalent. Bien que le 
phenom^ne de la putrefaction des oeufs soit de tons les temps, il ne pa- 
rait pas qu'avant Reaumur aucun auteur se soit preoccupy de T^tudier. 

Parmi des oeufs mis a couver dans des fours de fumier pendant quel- 
ques jours, c il y en avait, dit Reaumur, qui y repandaient Todeur la 
plus detestable, ayant ete brisks, par la puante matiere qui avait fer- 
mente dans leur interieur, ou ayant la surface de leur coque couverte 
d'une liqueur d'une odeur aussi infecte qui avait transsud6; d'autres 
oeufs dont la coque n'^tait ni felee, ni mouillee, donnaient Todeur la 
plus insupportable, des qu'ils avaient ete casses. Parmi ces oeufs si cor- 
rompus, j'en trouvais d'autres qui, apres avoir ^t^ casses, non-seule- 
ment ne sentaient pas mauvais, mais qui n'etaient alter^s que comma 
le sont les oeufs vieux que Ton mange journellement, et qui aussi 
etaient tr^s-mangeables (*). » L'auteur pense que les oeufs qui sont 
restes sains dans ce cas etaient inf^conds. 

Dans des oeufs ou les embryons, par suite d'un arrSt de d^veloppe- 
ment, Etaient restes morts pendant quelques jours, Reaumur constate, 
non sans etonnement, que plusieurs de ces embryons sont inalter^s. 
f II est tres a remarquer, dit-il, qu'entre les oeufs dans lesquels le 
poulet a peri, les uns repandent Todeur la plus insupportable, souvent 

( ' ) REAUMUR, jirt de faire eclore et d' Clever en toutes saisons des oiseaux domestiques, 
2* ^ition, t. II, p. 288; 1751. 
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avant que d'avoir ^te casses, ou au moins apres Tavoir ete, et les autres, 
apres avoir ete casses, ne sentent point mauvais (* ). > 

L'auteur cherche rexplication de ce fait, et, apres ea avoir tente plu- 
sieurs qui lui paraissent peu satisfaisantes, il s'arrete enfin a cellc-ci : 

< Le poulet mort dans Tceuf s'y trouve embaume d'une maniere bien 
superieure a eelles qui ont ete employees jusqu'ici, sans en excepter 
celles des Egyptiens, pour empecher les corps des animaux et ceux des 
hommes d'etre detruits par la pourriture; au moment ou le poulet 
perd la vie, il se trouve enduitde toutes parts d'un baume sans odeur 
aromatique, mais plus propre k le defendre centre la corruption que 
les baumes les plus odorants et que tons les aromates; ce baume est le 
blanc de Tceuf dont tout Texterieur du poulet estmouilI6 : ce blanc de 
Tceuf, qui etait devenu fluide, est revenu a s*epaissir, et s'epaissit de 
jour en jour sur le corps du poulet mort; il se laisse penetrer pendant 
quelque temps par les parties aqueuses et par les parties volatiles qui 
tendent k s*ecbapper des cbairs» mais il ferme tout passage a cet air ex- 
terieur qui serait necessaire pour operer la fermentation; ainsi peu k 
peu les chairs, et le vernis dont elles sont enduites se dessechent, le 
poulet perd de son volume sans se corrompre, et parvient a un etatoii 
il est sensiblement inalterable pour toujours (^). » 

En 1822, Geoffrey Saint-Hilaire, recherchant si les ceufs fecondes ne 
pourraient pas subir dans Toviducte de la poule un commencement 
d'incubation, n'obtint que des oeufs ptus ou moins decomposes. II cite, 
par exemple, le cas d'un oeuf qui s'etait entoure d'une forte couche de 
blanc; apres un sejour de vingt-huit jours dans I'oviducte, ce blanc 
exhalait une odeur fetide, tandis que I'oeuf interieur 6tait parfaitement 
sain ('). Je reviendrai plus loin sur cette observation. 

Dans leurs experiences sur les changements de poids que les oeufs 
eprouvent pendant I'incubation, MM. Prevost et Dumas citent trois oeufs 
sur douzct non fecondes, qui, apr^s etre restes vingt jours a la temp6- 



( ' ) R^UMun, Art de faire Sclore et d'elever en toutes saisons des oiseaux domestiques, 
t. I, p. 257. 

(*) REAUMUR, Art de faire More et d'Slever en toutes saisons des oiseaux domestiques, 
1. 1, p. 260. 

(') Geoffroy Saint-Hilaire ) Sur les organes sexuelset sur les produits de la generation 
des poules dont on a retarde la ponte [Memoires du Museum, t. IX, p. i4; iS^a). 
Annale$ de VKcole Normale, 9« Serie. Tome IV, 27 
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rature de l'incubation» c*est-k-dire de 38 h J\o degr6s» avaientune odeur 
tres-pulride, tandis que les neuf autres D'avaient, au contraire, presque 
aucune odeur (*). 

Sur neuf oeufs mis a couver sous une poule, Sacc en trouve qualre 
qui n'eclosent pas» et parmi ceux-Ik un est completement pourri, un 
contient un petit poulet bien conforme, deux contiennent des poulets 
dess^chesy mais qui n'avaient ^prouve qu'un commencement de deve- 
loppement (*). 

Dans une serie de recherches sur le developpement du poulet et sur 
les oeufs a double germe, M. G. Dareste a rencontr^ souvent des em- 
bryons morls depuis longtemps dans leurs coques c et qui etaient dans 
un etat tres-avance de decomposition et de putrefaction » ('). 

L'ensemble des observations precedentes montre que, dans des con- 
ditions extcrieures semblables, d'une part, certains oeufs pourrissent 
et d'autres restent saios; d'autre part, des embryons de poulets, morts 
dans leurs coques, peuvent se decomposer avec tons les caractferes 
d'une putrefaction repoussante, ou se conserver sans d^gager la moindre 
odeur fetide. 

Ces r^suitats ont ^te infirmes, dans ces derni^res annees, par des re- 
cherches importantes que M. Donne a faites ^ Montpellier sur les alt^ 
rations spontan^es des oeufs. 

Si Ton prend des oeufs naturels, non agit^s, et qu'on les abandonne k 
eux-memes, ils c restent^ dit M. Donne, des semaines et des mois^ 
meme pendant les grandes chaleurs de Tet^, sans subir aucune altera- 
tion putride. L'oeuf n'exhale aucune odeur, et rien, absolument rien 
de vivant, soit de la vie vegetale, soit de la vie animale, ne s'est produit, 
ni k la surface de la membrane, ni dans Tinterieur de la matiere ; pas 
traces d'infusoires ni de vegetaux microscopiques (^). > M. Donn6 

(*) PbAyost et Dumas, Jnn. des Sciences naturcUes, t. IV, p. 5i ; 1824. 

(') Sagg, Sur les modifications de Vaeuf pendant Vincuhation [Ann, des Sciences natU" 
relies, S's^rie, t. VIE, p. 171 ; 1847). 

(') C. Dareste, Recherches sur V influence qu^exerce sur le developpement du pouiet Vap' 
plication totale d'un vernis ou d*un enduit oleagineux sur la coquille de Voeuf [Ann, des 
Sciences naturelles. Zoologie, 4' s^rie, t. XV, p. 5; 1861]. 

M^ moire sur I'histoire phjrsiologique des oeufs a double germe ( Ann, des Sciences natu^ 
relies. Zoologie, 4* s4rie, t. XVII, p. 3i ; 1862) . 

[*) DoNN^, Experiences sur r alteration spontanie des oeufs [Compies rendus tie VAca^ 
tUmie des Sciences, t. LVU, p. 4^0; i863). 
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trouve au contraire que des oeufs ouverts et places dans les conditions 
prec^dentes sont envabis par les moisissures et pourrissent rapidement 
avec accompagnement d*animalcules microscopiques. 

< Cette roatiere de I'oeuf qui ne s'altfere pas, dans le sens de la pu- 
trefaction, tant qu*on la laisse dans son etat normal, subit prompte- 
ment Taction de la decomposition si, par des secousses, on detruit sa 
structure pbysique, c'est-a-dire si Ton rompt la trame, les cellules des 
corps albumineux, et qu'on op^re ainsi le melange du jaune et du 
blanc. Alors, mSme sans acces de I'air exterieur, en se garantissant 
meme de cette intervention par un surcroit de precautions, telles qu'une 
coucbe de collodion repandue k la surface de Tcieuf, on voit tons les 
pbenomenes de decomposition apparaitre, apres un temps plus ou 
moins long, suivaut la temperature, mais toujours en moins d'un mois; 
tons les pbenomenes de decomposition, excepte toulefoisla production 
d'etres vivants de Tun ou de Tautre regne, car, quel que soit le degre 
de pourriture auquel on laisse arriver Toeuf, on n*y pent decouvrir la 
moindre trace d'animalcules ni de v^g^taux microscopiques; la ma- 
tifere de Toeuf est trouble, d'une couleur livide; elle exbale une odeur 
fetide au moment oil Ton brise la coque, mais rien, absolamentrien, ne 
bouge dans cette matiere; rien ne vit, et Texamen microscopique le 
plus attentif et le plus r^pete n'y fait pas decouvrir le moindre etre or- 
ganise ou vivant. Une fois au contact de I'air exterieur, la decomposi- 
tion marcbe rapidement avec son cortege d'infusoires et d'etres micro- 
scopiques (*). • 

< Ge qui se passe dans les oeufs contenant un embryon developpe 
par I'incubation jusqu'au moment de Teclosion est tout k fait analogue 
^ ce que Ton observe dans les oeufs ordinaires abandonnes k eux-memes. 
Les oeufs, avec un embryon de huit jours, de quinze jours et de trois 
semaines, exposes pendant un mois a toutes les variations de la tempe- 
rature exterieure, subissent une alteration^ une decomposition qui 
pent alter jusqu'a la putrefaction, jusqu'a repandre une odeur putride, 
avec teinte livide des liquides, sans donner naissance a aucun etre or- 
ganise, si simple que ce soit, du regno vegetal ou du rfegne animal, 
tant que I'oeuf n'a pas 6te ouvert et que la substance int^rieure n'a pu 



(' ) DONM^, loc. cit.y p. 45 1. 
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elre mise en communication avec le grand reservoir oil pullulent les 
germes que M. Pasteur a si bien demontres {*). > 

Ainsi, d'apres ces observations, les oeufsnon agites se conserveraient 
sans fermenter ni pourrir; les oeufs brouilles par Tagitation, ainsi que 
les embryons de poulets tues dans leurs coques, s'altereraient toujours 
sans jamais donner lieu au developpement d'etres microscopiques du 
regno animal ou du regno vegetal. 

De Fabsence d'organismes dans les oeufs g&les M. Donne avait conclu, 
conformement k des experiences anterieures de M. Pasteur, que les ma- 
tieres animales Ics plus propres a Torganisation ne peuvent donner 
lieu a des generations spontanees de moisissures et de vibrions. 

Un peu plus tard, M. Donne publiauneserie d'experiences faites'avec 
des oeufs ouverls a une exlremite et places ensuite dans des conditions 
variees (^). Elles avaient pour but de rechercher si une quantite d'air 
et d'eau plus grande que celle qui existe a Tinterieur d'un oeuf entier 
ne pourrait pas determiner la transformation du jaune et du blanc eo 
organismes microscopiques. Les experiences ayant donne des moisis- 
sures et des vibrions, M. Donne crut qu'on pouvait presenter ce resultat 
comme un puissant argument en faveur de Theterogenie; mais M. Donne 
n'avait pas evite de nombreuses causes d'erreur que M. Pasteur indiqua 



( ' ) DoNN^, Rechcrches siir la putrefaction spontanec des oeufs rouves, pour servir a Vhis- 
toire des generations ditcs spontanees { Comptes rcndus de V Academic des Sciences, t. LVIII* 
p. gSa; 1864). 

(') Premiere experience, — « Des ocufs sont lavds avec soin, bien essuy^s et au8sit6t 
enveloppi^s d'uno 6paissc couche do coton card6 sortant d'une 6luve chauffee k i5o degrds. 
Le coton est bien coll6 tout autour de I'oDuf, aBn qu'il ne se d6place p<)s. Un stylet Bn, prda- 
lablement rougi au feu, aOn de d6truire Ics germes qui pourraient y adherer, est introduit 
obliquement sous le coton, et le sommct de ToBuf est percd d'un trou. Tous les OBufs, ainsi 
prdpards, sont ranges debout dans une tcrrine remplie de cendres retir6es toutes chaudes da 
foyer; le tout est reconvert d'une cloche de verre. » 

A la suite de cette operation, il pousse des moisissures a la surface de la mati^re des 
GDufs; mais il ne se ddveloppe pas d'animalcules infusoires, parce qu'il n y a pas d*eau. 

« II est si vrai, ajouto M. Donn6, que c'est I'eau qui manque, que si Ton en ajoute un pen 
dans Toeuf, on voit en vingt-quatre heures les monades et les vibrions se ddvelopper par 
myriades. Pour 6vilcr toute intervention de germes du dehors, je verse dans I'oBuf moisi do 
J'eau bouillanle et je recouvre aussit6t Touverture avec un tampon de coton ou un verre de 
montre. Le lendemain, ou le surlendemain au plus tard, la mati^re fourmille de vibrions. » 
(Comptes rendus de I* Academic des Sciences , t. LXIII, p. 3oi ; 18GG.) 

Deuxieme experience. — « Des OBufs, ouverls k une de leurs extr6mit6s et dont j'avais 
laisg6 dcouler une petite portion de la mati^re intdrieure pour faire un peu de vide, ont dtd 
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alors (* )» et qui provenaient soit de la manipulation ^ Tair exterieur, soil 
de rinsutfisance de la temperature k laquelle etaient portes les oeufs. 

De nouvelles experiences, suggerees par M. Balard» ecarterent ces 
causes d'erreurs et confirmerent completement les premieres recher- 
ches de M. Donne; par difference de pression, de Tair et de Teau etaient 
introduits a Tinterieur des oeufs sans briser la coque. 

c Des oeufs ainsi traites, dit M. Donne, se decomposent et pourris- 
sent avec une grande facilite; abandonnes a eux-memes» soit dans une 
etuve k 3o ou 35 degres, soit a la temperature du mois de juillet, a Mont- 
pellier, avec Tinfluence de la lumi^re dont Taction est peut-etre neces- 
saire a la vie, ils exhalent au bout de huil ou quinze jours, quelque- 
fois trois semaines, selon les circonstances, une odeur fetide; souvent 

meme la matiere interieure suinte a travers la coquille Et bien, 

dans aucun cas, et quel que fut le degre de putrefaction auquel Toeuf 
fut arrive, putrefaction qui allait souvent jusqu'a repandre I*odeur la 
plus fetide; dans aucun cas, dis-je, cette matiere decomposee n'a offert 
la moindre trace d'etres organises du regno vegetal ou du rfegne animal; 
pas la plus petite moisissure, pas une seule monade, ou un seul vibrion ; 
rien enfin d*organise, d'anime ni de vivant, ne s'est montr^ au sein de 
la matiere examinee avec le plus grand soin au microscope. > 

M. Donne conclut : * 

< Mes dernieres experiences sont une confirmation, que je puis dire 
eclatante, des resultats obtenus par M. Pasteur et qui, jusqu'k present, 
repoussent la iheorie de Thelerogenie (^). » 



places debout au fond d*un vase grand comme un seau, bien cal6 par des fragments de 
marbre concass^; de I'eau bouillante a ^16 vers^e par-dessus jusqu'^ ce que le vase filit rempli : 
le vase a 6t6 soigneusement convert et le tout abandonn6 k la temp6rature de mon cabinet, 
qui pent varier do i5 a 20 degrcs. » [Compies rendus de rjcad^mie des Sciences, t. LXHI, 
p. 107a; 1866.) 

. . . « La matiere recueillie dans Tint^rieur des oeufs pr6sente une multitude de vibrions 
dou^ d'une grande agility. » 

Troisieme experience, — a Experience avec des ceufs que Ton brise, dans lesquels on 
verse de I'eau distillee bouillante, et que Ton ferme hermetiquement avec de la cire. » 
(Comptes rendus de V Jcademie des Sciences^ X, LXIV, p. 471 1867.) 

Au bout de cinq jours, on enlfeve la cire, et Ton Irouve des vibrions. 

(') Pasteur, Comptes rendim de r Academic des Sciences, t. LXUI, p. 3o4 et 1078 ; 1866. 

(') Donne, Note sur la putrefaction des oeufs ct sur les produits organises qui en resul- 
tent ( M^moire lu ). [Comptes rendus de I'Academie des Sciences, t. LXV, p. 60a; 1867.) 
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On volt par ce qui precede que les observations de M. Donne sont en 
contradiction aveccellesqu'ontrapportt'es avanllui Reaumur etd'autres 
savants. En outre, ellestendenta rendre complede la putrefaction dans 
les ceufs par le simple jeu de forces physiques et chimiques, et consti- 
tuent ainsi une exception inattendue a la grande loi de correlation qui 
resulte des travaux de M. Pasteur sur les fermentations et qui s'ap- 
plique a la putrefaction ordinaire. M. Pasteur a monlre, en effet, 
des i863, que la destruction de la nialiere organisee est un acte corre- 
latif du developpement et de la multiplication d'litres microscopifiucs 
de la famille des vibrioniens (' }. Les r^sultats do fli. Donne interes- 
saient done un point de doctrine de la plus haute importance ; aussi 
6tait-il necessaire de faire de nouvelles recherches dans le hut de les 
controler : cesont ees recliercliesque j'ai tentees. 

M. Bechamp, qui n'avalt pas vu non plus d'organismes dans les ceufs 
pourris, avalt, il est vrai, donne des observations de M. Donne une 
explication qui etait en quelque sorte intermediaire entre la theorie 
physiologique de M. Pasteur et une explication purement physico-chi- 
mique. On salt qu'il exlste, dans la plus grande partie des liquides et 
des tlssus des animaux et des planles, des granulations moleculaires 
tres-tenues et animees du mouvement brownien. M. Bechamp, qui 
appelie ccs granulations des microzyTnas, supjiose que celles qui exis- 
tent dans I'ceuf, et particulierement dans le jaune, agissent & la fa^on 
des veritabtes ferments figures pour provoquer la putrefaction dans les 
ceufs (>). 

J'espere montrer que les observations de M. Donni sont inexactes, 
que rhypotUese de M. Bechamp est inadmissible, et que la putrefac- 
tion des ceufs, loin d'etre une exception aux conclusions qui decou- 



(') PiSTEUB, Recherches sar la putrefaction [Comptesrcndusde VAead^miettes Sciences, 

I. LVI, p. 73'f). 

(') M. Bechamp di5Qnit scs microzymas <r des granulations moleculaires mobiles, ayantuno 
existence ind^pendante, et, commo le nom I'indique, de la nature et de la fonction des mi- 
crophytes ferments, n ( Complcs rendiis de I'Academie des Sciences, I. LXXVJ, p. i ijS.) 

n Dansl'truf, dit ailloursM. B^hamp, on ne diScouvre, en fait d'Sl^menlg figures, que des 
microiymas; danscertaines circonstances, ils y fonclionnenl commo ils lo font liors de ['ceuf, 
sur le Sucre etsur la t^ule ; ilsBonldoncdel'ordredes ferments figures. > [Complcs rem/us 
de I'Academie des Sciences, I. LXXV, p. 96a,] 

Pour M. B^i'harap, co sont ces microzymas qui provoquent I'alt^ralion des oeufs 1 « L'(But 
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lent des travaux de M. Pasteur sur les fermentations, les confirme au 
contraire d'une maniere remarquable. 

II. — Caractires giniraux de la putrefaction dans les ceufs. 

1. Caractires physiques. — La putrefaction des oeufs resultant d'un 
ensemble de ph6nom^nes physiques, chimiques et physiologiques, nous 
allons Tetudier successivement a ces divers points de vue. 

Les caractires physiques changent avec I'etat des oeufs, selon qu'ils 
sont brouilles ou non, et aussi avec la periode de Talteration. 

Consid^rons d'abord Toeuf quin'asubi aucune agitation, danslequel, 
par consequent, le blanc et le jaune sont parfaitement distincts. Si Ton 
abandonne un pareil oeuf a iui-meme, il perd peu a peu de son poids (*) ; 



porte en lui-m^me, normalement, la cause de cette fermentation, et c*est surtout dans le 
jaune que r^ide cette cause. » Pour ne laisser aucun doute sur cette cause, M. B^hamp 
ajoule k la fin de son travail : a J'aurais pu intituler cette Note : Des microzymas de Voeuj 
considires comme organismes proditcteurs d*alcool et d'acide acetique, » ( Comptes rendus 
de VAcadimie des Sciences ^ t. LXVU, p. 5a3.) 

Dans une Lettre adress^ k M. Dumas, M. B^hamp avait dit, en i865 : a Quant k la pu- 
trefaction des oeufs dans les experiences de M. Donn6, et la putrefaction de la viande, elles 
reconnaissent une autre cause que la naissance d'organismes ferments. ( dnnales de Chimie 
et de Physique, 4* s6rie, t. VI, p. a5i.) 

( * ) Voici deux tableaux donnant les pertes de poids de cinq en cinq jours, pour des oeufs 
sains, agites ou non, a la temperature de a5 k 3o degres. 



OEufs non agit^s. 



Nos 
d'ordre. 

1 

2 
3 
A 
5 
6 
7 
8 
9 
10 



Totaux 

Moyennes 

» pour 1 jour. 



Poids 
initial. 

55,11 
55, 3i 
55,66 
58, 3i 
57, 3o 
55,80 

52,10 

52, la 
53,32 

^3,71 

548,74 
54,87 



Perte dans la 



I re periode. 
i,3o 

1,23 

1,39 
1,33 
i,o3 
I, II 
1,01 
1,48 
1,12 
1,12 

12,12 
1,21 
0,242 



3" periode. 

gr 
1,26 

1,10 

1,48 

1,26 

1,02 

1 ,02 

1,07 

1,47 
i,i5 

* 1 ,12 

11,95 
»9 



3* pdriode. 

1,28 
1,08 

1,34 
1,21 

i,o5 

1,01 

1,07 

1,35 
1,11 
1,02 

11,52 

i,i5 
o,23o 



4« periode. 

1,26 
1,08 

i,3o 
I, II 
1,00 

0,93 
1,00 

i,3o 

>,09 
i,o5 

11,12 
I, II 
0,222 



o,238 
{Foir la suite de la note & la page suivante. ) 
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sa chambre a air augmente chaque jour et, lorsqu'il ne doit pas pour- 
rir, on retrouve^ apres un temps quelconque, ses elements k tpfes- 
peu pres dans le meme etat qu'a Torigine. L'albumine seule» qui a 
perdu une certaine quantite d'eau par evaporalion et par la combus- 
tion (') qui resuUe dc la respiration lente de roeuf, a cbange de con- 
sistance; Todeur est aussi un pen modifiee : elle caracterise les oeufs 
vieux. 

Si, au contraire, I'oeuf doit pourrir, son alteration commence a une 
epoque variable apres la ponte. Elle depend en effet de I'humidite de 
Fair, et surtoutde la temperature. On pent dire qu*en moyenne, k la 
temperature de Tete, et par un temps sec, la putrefaction est sensible 
au bout de quinze jours, et trcs-avancee au bout d*un mois. 

C'est a Todeur qu'on reconnait vulgairement un ceufpourri; mais ce 
caractere est incomplet; car Todeur ne se developpe que plusieurs jours 



OEufs agites, 

Ces OBufs ont 6t^ mis en experience en m6me temps et dans les m^mes conditions que les 
oeufs non agit^s precedents. 



d'ordre. 
i 

3 
I 

5 
6 
7 
8 
9 
iO 



Folds 
initial. 

57,86 
56,78 
55,86 
55,62 
58,20 
60,02 

54,76 
53, i3 
5i ,02 
5o,53 



Totaux 553,78 

Moyennes 55, 38 

» pour I jour.. 



» 



if" pcriode. 
1,56 

2,52 
1,78 

1,35 
1,76 

1,52 

1,54 

1,32 

1,07 
16,14 

1 ,61 

0,322 



Pcrte dans la 

3*^ periode. 



' periodo. 
%^ 

1,64 
2,38 
1,70 
1,67 
1 ,3o 

",47 
1 ,5o 

1 ,26 

1 ,10 

'5,77 
1,58 

o,3i6 



1,52 
2,l3 

1,56 
1,65 

1,14 
1,67 
1,38 
1,46 
1,16 
i,o5 

14,7a 

1,47 
0,294 



4" p6riode. 
1,40 

1 ,22 

1,32 

1,07 

1,54 

1 ,26 

1,28 

i,o5 
0,96 



l3,02 

1 ,3o 
0,260 



Ainsi, la perte de poids diminue en general k mcsure que le blanc se concentre; elle est 
tres-notablement plus grande avec les ceufs agil^s qu'avcc les ceufs non agitds. 

(') La combustion dcs matieres deToQuf par respiration Icnte est prouvee par la produc-^ 
tion d'acide carbonique en dehors de toute putrefaction, lorsque Tceuf est abandonne k Fair 
ordinaire. 

Gette combustion, et la production d*acide carbonique qui en est la consequence, peuvent 
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aprte le veritable commencement de la pulr6faction. Le premier ph6- 
nom^ne sensible est une coloration verditre, qui se manifesto en un ou 
plusieurs points, soit sur les membranes de I'oeuf, soit k Tintirieur 
n^idme du blanc. La couleur verte s*6tend pen & pen et gagne bientdt 
tottte Talbumine* En mdme temps, le blanc devient plus fluide et les 
couches ^paisses qui enveloppent le vitellus se confondent avec les 
couches p^ripheriques moins denses. Le vitellus nage done dans un 
beau liquide vert, dichroique, homogfene et limpide, sans avoir encore 
subi lui-m^me aucune modification apparente. La reaction de ce liquide 
est alcaline, comme le blanc d*un ceuf frais ; Todeur putride commence 
k peine k devenir appreciable. Les chalazes ne tardentpas k se rompre, 
et alors le jaune devenu libre obeit aux lois des corps plonges dans 
les liquides. Plus leger que le blanc (* )t it se porte k la partie la plus 
elevee de I'ceuf et se deplace quand on retourne celui-ci dans tous les 
sens. Quand on laisse Toeuf immobile pendant quelquesjours^ le vitellus 

contracte bientot une adherence avec le point de la membrane avec 

' - - - , ^ — — 

mdme se produire sans Fair ext^rieur, aux d^pens des seuls 61^ments de Toeuf. Je citerai 
une experience : 

Le i3*mai 1873, j'ai mis dans une 6prouvette pleine de mercure un oenf de poole f^cond^, 
au moment mdme oti il venait d'etre pondu. L'^prouvette, d*abord plac^ k 25 degr^ dans 
une 6tuve, a 6t6 plus tard abandonn^ k la temperature ext^rieure, jusqu'au 3o sep" 
tembre 1874, jour oil J'ai mis fin k rexp^rience. Dans ce long intervalle de seize mois et demi, 
il s'est produit un l^ger abaissement de niveau du mercure, par suite de la formation d'une 
certaine quantity de gaz; mais depuis longtemps le niveau restait stationnaire. 

Le gaz forme a un volume de 4^, 2 ; voici sa composition : 

En centi^mes. 
00 

Acide carbonique 3,5 83,3 

Azote 0,7 16,7 

4,2 100,0 

L*oeuf n*est point pourri ; seulement le blanc est un peu trouble et plus fluide que dans un 
OBuf frais; le jaune s'etale aussi un peu plus facilement; Todeur est fortement alcoolique ; le 
Sucre a compietement disparu ; pas d'organismes, ni k la surface exterieure de la coque, ni k 
I'interieur de Toeuf. 

n est remarquable que la disparition du Sucre soit li^e k la production d'alcool et d'acide 
carbonique; il semble done qu'il y ait eu dans cet oeuf une veritable fermentation alcoolique, 
sans formation d'ei^ments figures, absolument comme dans les remarquables experiences 
de MM. Lechartier et Bellamy, confirmees par M. Pasteur, sur les fruits plonges dans une 
atmosphere privee d'oxygene. 

(*) Void, d*apres MM. A. Baudrimont et Martin Saint- Ange {Jnnales de Chimie et de 

A /males de VEcole Normule. s*^ Serie. Tome IV. 2o 
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lequel il est en contact. On trouve de ces adhdrences en ua point quel- 
conque, aussi bien sur la membrane tendue qui forme comme 1e plan- 
cher de la chambre & air ( * ) que sur les membranes qui tapissent la co- 
quille : elles ne dependent que de la position anterieure de Tceuf. Les 
adh^rences dont je parle ne doivent pas 6tre confondues avee cellos que 
Ton observe quand Toeuf est moisi et qui sent beaucoup plus fortes et 
plus ^tendues. 

Dans une seconde p^riode de la putrefaction, la coloration verdfttre 
du blanc disparait pen k pen, et fait place k une teinte jaune; la reac- 
tion alcaline s'affaiblit insensiblement» et deviant neutre ou tres*16g^* 
rement acide; en mSme temps, le jaune se ramoliit; la membrane tr^ 
mince qui Tenveloppe en entier perd de sa resistance et se ddchire sous 
le moindre effort : tandis qu*on a quelque peine k ^eraser le vitellus 
d'un oeuf de cane sain, il suffit au contraire de le deplacer legbrement 
pour qu'il s'etale, si la putrefaction est declaree depuis quelques jours. 
L'odeur putride est devenue tr^s-sensible. Dans ces circonstances, si 
Ton perce la coque d'un petit trou pour faire ecouler Talbumine, on 
voit bientdt le jaune couler a son tour. 

Enfin, dans une derni^re periode, et lorsque le vitellus ne s'est pas 
rompu, sa surface prend une couleur jaune citron ; ses elements se des- 
agregent et se repandent en partie dans le blanc qui cesse d'etre trans- 
parent et devient trouble et sale. Alors Todeur putride est tres-accen- 

Physiqucy 3* s^rie, t. XXI, p. 25o; 1847), ^^ poids sp^ifique du blanc et du jaune dans los 
OBuls de poule : 

Albumen externe de i ,0399 & 1^0421 

Albumen interne de i ,04:21 k i ,o43a 

Vitellus entier de i ,oa88 k i ,0299 

Vitellus, vers la cicatricule de i ,0266 k i ,0277 

Vitellus, du c6t6 oppose de i ,o3io k i ,o3ai 

Ces demiers nombres expliquent comment la cicatricule se trouve toujours an pdnt cul- 
minant du vitellus, quelle que soit la position que Ton donne k Toeuf. 

(*) La chambre k air de Tceuf est g^n^ralement au gros bout. On salt qu'elle est fonnte 
par la membrane interne de la coque qui se s^pare de la membrane externe avec laqoelle 
elle 6tait primitivement en contact. Si done on place un oeuf verticalement, le gros bout os 
haut, la chambre k air aura la forme d*une calotte ferm^e par le bas au moyen de la mem- 
brane interne tendue horizontalement. Comme j'aurai souvent k parler de cette membrane, 
je la d^igne dds maintenant par le nom de planchcr de la chambre h air, nom qui me pa- 
ralt justifl^ par la position mtoie do la mendsrane dont il s*agit. 
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tu^e, et d6jk 1'oq peut reconnaltre la prteence da gieiz sulfhydrique. 
Ce dernier caraclfere prend une intensity rapidement croissante ; la pu- 
trefaction, favorisee parte melange d'une partie des Elements du jaune 
avec le blanc» arrive bientdt k son dernier degr6. On voit alors Talbu- 
mine se troubler de plus en plus, le vitellus redevenir plus dense, plus 
ferme et changer de nouveau de couleur. Ce sent d'abord les couches 
p6riph6riques, puis progressivement les couches profondes, qui se co- 
lorent en vert fonc^, presque noir. On a comme un noyau opaque et 
noir au milieu d'un fluide de couleur livide, dans lequel nagent des 
debris jaunest verts, noirs. Une section dans ce noyau pr6sente g6n6ra- 
lement une sdrie de couches concentriques, de couleur normale au 
centre, vert foncd k la circonf^rence, avec tons les tons interm^- 
diaires. A cet ^tat, Toeuf est compUtement opaque, la coque a une teinte 
grise, et les gaz de Tinterieur sortant par tons les pores annoncent par 
leur odeur putride le degr6 d'infection de Toeuf. La tension de ces gaz 
devient alors considerable; elle a souvent pour effet de faire suinter un 
liquide spumeux et puant. II arrive memo que la coque se brise avec 
eclat, soit spontanement, soit en la piquant en un point, et que les 
matieres en putrefaction sont projetees dans toutes les directions. Le 
bruit de la rupture, dejk tr^s-fort avec des oeufs de poule, est superieur 
k la detonation d'un coiip de fusil avec des ceufs d'autruche (*)• 

Tel est Tensemble des phenomenes qui se succbdent dans la putre- 
faction d'un oeuf non agite. Dans un oeuf qui a ete agite, et dans lequel 
le blanc et le jaune sont par suite melanges et brouilies, la putrefaction 
est generalement plus rapide, mais elle ne presente pas nettement 
toutes les phases que nous avons observees dans le cas precedent. En 
effet, on ne peut plus eonstater ni I'eiat du blanc, ni Tetat du jaune, 
lesquels sont confondus dans une masse granuleuse et rouge&tre. 

Lorsqu'un oeuf ainsi brouilie se conserve sans alteratioui en repos, 
la masse jaune rougeatre qu'il contient se separe lentement en deux 
parties : au fond se tassent les debris solides du vitellus avec une teinte 



(*) Je dois ces details k M. Ch. Riviere, directeur du Jardin d'essai du Hamma (prte 
d' Alger), qui a bien voulu me communiquer quelques observations recueillies par lui-mdme, 
et m'adresser en m6me temps, avec une lib^ralit6 dont je le remercie vivement, quelques 
(Bufs d'autruche avec lesquels j'ai pu computer mes recherches. 

28. • 
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plus jaune et k la partie sup^rieure surnage un liquide transparent 
plus rouge. L'albumine parait avoir dissous quelques-uns des Aliments 
du vitellus. 

Siy au coDtraire» la putrefaction se declare, il ne se produit point de 
separation entre les particules solides et les Elements fluides du me- 
lange. Bientdt il s'^tablit une fermentation interne qui semble favorisde 
par Tair dissous pendant Tagitation ; la masse prend une consistance 
semi-fluide, se colore l^gerement en vert ou prend une teinte livide; 
I'odeur putride s'accentue» et en pen de temps on arrive k la derni^re 
p^riode du phenomfene, celle dans laquelle les gaz s'^chappent au de- 
borsy soit lentement k travers les pores» soil violemment par la rup* 
ture de la coquille. La reaction, qui etait alcaline k Torigine, est deve- 
nue pen k pen neutre ou l^gkrement acide. 

L'etat physique d'un ceuf qui pourrit k Tabri de Fair ou dans un air 
confine ne diffbre pas sensiblement de celui que nous venous de di- 
crire. L'odeur seule est trfes-differente : dans les oeufs pourris k Tair, 
ce qui domine est Todeur de Thydrogfene sulfur^ ; dans les oeufs pourris 
sans air, on sent un melange confus de ce gaz, de sulfhydrate d'ammo* 
niaque, de phospbures dliydrogfene, d'ammoniaques composees» dont 
Tensemble a une odeur des plus repoussantes. Gette difi^erence parait 
liee k la difference des reactions sur le papier de tournesol : dans le pre- 
mier cas» la reaction devient legferement acide au bout de quelque 
temps; dans le second, elle reste touj ours alcaline. 

2. £tude chimique de la putrefaction dans les (Bufs. — L'etude com- 
plete des reactions -cbimiques qui se produisent dans la fermentation 
putride des ceufs presente les plus grandes dif&cultes. II ne s'agit pas 
ici de phenomfenes s'accomplissant avec des elements simples, pen nom- 
breux et bien determines. L'ceuf, en effet, chez les oiseaux, etant 
destine k suf&re, avec le concours de Tair (*), k la nutrition et au dd- 
veloppement du jeune embryon, contient tons les elements que Tincu- 
bation doit plus tard mettre en jeu : c'est Taliment complet par excel- 



( * ) a L*air respirable contenant une certaine quantity d'humidit^ pour les osufs a^riens 
et une temperature convenable sent indispensables pour que Tincubation ait lieu. » (Baddbi- 
MOi^ et Martin Sauvt-Angb, Annales de Chimie et de Physique, t. XXI, p. aga.) 
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lence; or Tanalyse la plus immediate montre que le blanc et le jaune 
soot Tun et Tautre formes par des principes nombreux, varies, en quan- 
tit^s souvent tres-faibles ('). Si la putrefaction n'etait qu'un simple 
ph^nomene chimique, une reaction plus ou moins complexe entre ces 
principes, il serait dejk dii&cile de separer tons les produits de cette 
reaction ; mais, ainsi que je le montrerai plus loin, la putrefaction est 
correlative de la vie, et, comme tout pbenomene vital, elle engendre 
des produits variables dont la nature pent ^cbapper k Tanalyse la plus 
delicate. II en est comme de la fermentation alcoolique, par exemple, 
dans laquelle il ne se forme pas seulement de Talcool, de Tacide car- 
bonique, mais encore de Tacide succinique, de la glycerine et sans 
doute encore beaucoup d'autres produits (^). 
Les ditficultes que je signale sent de meme ordre que celles qu'ont 



(' ) Composition des oeufs de poule frais ( ScHurzBifBsaGER, Chimie appUquSe h la Physio^ 
logie animaie, p. 227 )• 

Coquille et enveloppe membraneuse 10,69 

Albumen ou blanc 60,4a 

Jaune ou iritellus 28,89 

100,00 
Blanc. 

Eau 8a, 88 pour 100. 

Mati^res solubles i3,3i6 » 

Albumine 13,274 » 

Bfatidres grasses (ol6ine, margarine et savons) traces. 

Sucre 0,5 » 

Matidres minerales 0,64 & 0,68 » 

/aune. 

Eau 48,55o » 

Gas^ine i3,93a » 

Membranes 0,459 » 

Albumine soluble a, 841 » 

Albumine pr6cipit^ par Teau 0,89a » 

Extrait ^th^r^ (graisses neuires, graisses phosphor^es, substance 
cristalline analogue de la cholest^rine, mais s'en distinguant par 

la forme] 3i ,146 j> 

Mati^res min^rales i ,5a3 » 

( *) Pasteur, M^moire sur la fermentation alcoolique (Jnnales de Chimie et de Physique ^ 
V s^rie, t. LVUI, p. 3a3; i860). 
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rencontrees les savants qui ont vouiu ^tudier tous les ph^nom^nefi chi- 
miques que produit revolution embryonnaire pendant Tincubation. 
Pour toutes ces raisons, je n'ai pas aborde ici T^tude entibre des reac- 
tions qui s'accomplissent dans la fermentation putride des ceufs. Les 
r^sultats que je vais rapporter sent done n^cessairement tr^incom- 
plets. 

Les produits de la putrefaction dans les ceufs sent de deux sortes : 
les gaz qui s'^chappent par les pores de la coquille, les Elements qui 
restent dans Tceuf. 

(a). Gaz. — Un ceuf k coque mince, de poule par exemple» laissant 
perdre au dehors les gaz de la putrefaction » k mesure qu'ils se produi- 
sent» ne permet gufere d'analyser ces gaz» k moins qu'on ne recueille 
ceux qui sont contenus dans la chambre k air; maisalors ilssonten 
petite quantite» et de plus il est impossible d'en faire Tetude k plu- 
sieurs periodes de Talteration. 

L'ceuf d'aulrucbe, au contraire, est extremement commode pour cet 
objet. Son volume etant considerable, il se produit k chaque instant 
une grande quantite de gaz; la coquille etant epaisse et resistantOf ce 
gaz s*y accumule comme dans un ballon et, k cause de la faible porosite 
des parois, il y atteint une pression considerable. Si done, k un mo- 
ment donne, on fait une ouverture k la coque et si Ton fixe dansle trou 
Textremite d'un tube abducteur, ce qui est facile, grace k Tepaisseur de 
la coquille, qui atleint jusqu'k i ,5 et 2 millimetres, on pourra conduire 
le gaz produit dans une eprouvette et I'analyser. On pourra mdme, en 
laissant le tube abducteur, prolonger Texperience et le recueillir pen- 
dant toute la duree de la putrefaction k mesure qu'il se forme. 

Pour percer la coque des ceufs d'autrucbe d'un trou circulaire, sans 
perdre du gazcontenu dans la chambre k air, et sans que Tair exterieur 
se melange k lui, j'ai fait construire un appareil k forer que j'emploie 
de la manifere suivante {*). 

Deux calottes spheriques en laiton A et B {PL Lfig* i)f portant cha- 
cune quatre petits crochets, peuvent s'appliquer exactement sur les 
deux bouts de Toeuf, au moyen d'une lame interieure de caoutchouc 
enduile de suif sur ses deux faces. On place les crochets en regard et on 



(*) Get appareil a k\k construit par M. Golaz. 
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les relie deux k deux, trbs-fortementf k Taide d'une bonne ficelle. De 
la sortet il nepeut passer aucun gaz entre lacoquille et le caoutchouc. 

La calotte sup^rieure B est munie d'une douille G, oil s'engage k 
frottement» dans une boite a cuir» un foret a fraise tr^s-pointue, qu'on 
peut mettre en mouvement k Taide d'une poulie el d'un archet. La 
boite k cuir n'occupe qu'une partie de la douille> de sorte qu'k la 
partie inf^rieure la pointe du foret se meut dans une sorte de chambre 
tr^6troite. Un tube lateral E met cette chambre en communication 
avec un tube de verre et permet aux gaz qui y sont contenus de passer 
sous une 6prouveUe reposant sur la cuve k mercure. Cette chambre oc- 
cupe d'ailleurs le plus petit espace possible. 

Cela pos6» si Ton fait toumer le foret» la pointe de la fraise attaque 
la coquille et y fait un troud'autant plus large qu'on tourneplus long- 
temps. Si Ton a applique la calotte k foret sur le gros bout, oil se 
trouve d'ordinaire la chambre k air, on entend bientdt un petit sifQe- 
ment qui annonce que le gaz interieur s'^chappc, et on le recueille 
dans Teprouyette, apr^s en avoir perdu les premieres bulles, qui conte- 
naient de I'air etranger. Quand tout I'excfes de gaz est sorti, on defait 
I'appareilf et Ton adaptedans le trou obtenu un tube abducteur fin, en- 
tourS de caoutchouc ; les gaz qui se produiront par la suite se rendront 
d'eux-mSmes sous une eprouvette disposee k cet efi'et. On n'a pas k 
craindre de fuite, car, Torifice 6tant bien circulftire, le caoutchouc le 
ferine trbs-exactement. 

Voici, par exemple, I'analyse du gaz extrait, avec cette disposition, 
d'un ceuf d'autruche en pleine putrefaction {*) : 

Quantum totale de gaz recueilli, i5q centimetres cubes : 

Hydrog^ne sulfur^ traces. 

Acide carbonique 3o,5 

Hydrog^ne 4^,2 

Azote 29,3 

100,0 



( ' ) M. B^champ a public, dans les Comptes rendus de VAcadimie des Sciences, t. LXVU, 
p. 523; 186S, les r6sultats de deux analyses faites sur des oeufs d'autruche alt6r^, mais 
qui, comme il le dit lui-mtoe, ne pr^sentaient les caract^res ni des OBufs pourris ordinaires, 
ni des mati^res animales putr^fi^es. U est done probable que les oeufs dont il s'agit avaient 
subi une fermentation diffiSrente de la putr^cUon; dto lors il n'y a pas lieu d*en parler ici. 
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L'hydrogene sulfur^ 6tait en trbs-petite quantite, car ie volume do 
gaz analyst n'a pas diminu^ d'une fa^on sensible, apr^s rintroduction 
dans r^prouvette d'une dissolution acide d'ac^late de plomb. Gepen- 
dant sa presence £tait manifestee par I'odeur, par le leger trouble noir 
de la dissolution prSc^dente et par la coloration fonc^e que prenait un 
papier impr^gn^ d'ac^tate de plomb. 

On remarquera la grande quantity d'azote; d'apr^s Tanalyse pric^ 
dente» elle est de 44 centimetres cubes dans les i5o centimetres cubes 
de gaz recoeilli. Les analyses suivantes» faites avec des ceufs de poule» 
montrent que Tazote est au contraire pen abondant dans les gaz de la 
putrefaction; il est done probable que I'oeuf d'autruche dont il s'agit 
s*est altere lorsque sa cbambre a air 6tait grande, et que Tazote obtenu 
provient pour la principale part de Tair contenu dans cette cbambre {*). 

Ne pouvant op^rer avec les oeufs de poule comme avec les ceufs d'au- 
trucbOf j'ai plac6 ceux-lk soit dans une atmosphere limit^e, soit dans 
une ^prouyette pleine de mercure; dans le premier cas, il faut tenir 
compte de I'air exterieur. Dans ces conditionst j'ai toujours obtenu le 
meme r^sultat general: roxygfene disparait; il se forme de Tacide car- 
bonique et de rbydrogfene en grande quantity et de rhydrog^ne 
sulfur^ en petite proportion; quant a TazotOt il est toujours aussi pea 
abondant. 

Yoici, par exemple, quelques experiences : 

(Mufs dans un air confirU. — Deux tubes contenant des oeufs ont 6t6 fermis 
en d^cembre 1872 et ouverts en novembre 1873. La composition du melange 
gazeux au jour de Touverture est : 

NO 1. NO 2. 

HS 3 HS 4 

C0» 59 CO' 57 

Az-*-H 38 Az-+-H ^ 

100 100 



(*) S'il en est ainsi et si Ton suppose que la perte par les pores a M assez faible pour 
^tre n^ligeable, on voit que la capacity de la cbambre k air ^tait de 55 centimetres cubes 
environ au moment od la putrefaction s'est dedar^e. Or le volume du gaz recueilli est de 
i5o centimetres cubes, le volume du gaz restant 55 ou e peu pr^s 5o centimetres cubes ; 
done la pression, avant qu'on eiit perce la coque, devait etre environ de 4 atmospheres. Ge 
dernier nombre est sans doute un peu Irop fort, mais il montre cependant que la tension 
dans un oeuf d'autruche pent devenir considerable. 
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Ces deux oeufs ne diff^raient qu'en ce que, au n^ 2, on avail ajoute un peu 
d'eau. 

OEufs sans air, sous le mercure. — i^ J'ai mis un osuf non agite dans une 
^prouvette plelne de mercure k la temperature de 25 degres en moyenne. Le 
DiTeau s'est abaiss6 lentement, puis est reste stationnaire. Au bout de quatre 
mois el demi, j'ai mis fin k {'experience. 

L'oeufy en pleine putrefaction, exhalait I'odeur la plus repoussante. Le gaz 
recueilli avait un volume de io%8, dont suit la composition : 

En centiemes. 

HS. r traces. » 

CO' 7,2 67 

H 2,6 24 

Az 1 ,0 9 

10,8 100 

\ 

2<* Le 24 decembre 1872, j'ai mis a I'^tuve un ceuf non agite dans une eprou- 
vetle pleine de mercure. Le niveau s'est abaisse, et j*ai recueilli le gaz a deux 
periodes diff^rentes de la putrefaction, en ^vitant d'exposer Tceuf ii I'air extc- 
rieur pendant h manipulation. 

Premiere pritgp de gaz, le 24 fevrier 1878, c'est-a-dire apres deux mois. 

Volume ;otal recueilli : 5i centimetres cubes, dont suit la composition : 

' ' En centiemes. 

■^^ HS traces. » 

CO' 26,5 52 

H 20,4 4^ 

Az .^ V,i 8 

rfr***TJl,0 lOO 

Deuxieme prise de gaz, le 3 mai 1873, c'est-a-dire deux mois et demi apr^s 
la premiere. 
Volume total recueilli : 18 centimetres cubes, ainsi composes : 

En centiemes. 

HS traces. » 

CO' 10,6 59 

H 7,0 39 

Az 0,4 ^ 

/ 18,0 100 

Annates de I'EcoU Normale* a* Serie. Tome IV. 29 
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3"" Le 6 mai 1878, mis un oeuf non feconde, aussildt apr^s la ponte, dans les 
memes conditions que plus haul. II y a eu un premier degagement de gaz qui 
a fait baisser le niveau du mercure de quelques centimetres seulement; le 
niveau, rest6 ensuite stationnaire pendant quelques semaines, a C0Dt!nu6i 
s*abaisser de nouveau pendant plusieurs mois. Au moment oil j'ai mis fln k 
Texperience, le 28 septembre 1874, le mercure ^lait depuis longtemps au 
meme point. 

Gaz total recueiili, 86'^4» ^^i^si composes : 

En oentidmes. 

HS traces. d 

CO' , 67,9 78,7 

H 17,7 20,4 

Az 0,8 0,9 

86|4 100,0 

Ces divers exemples montrent que la composition du gaz produit 
pendant la putrefaction sans air est la meme, en general, que dans 
Tair; seulement, dans le premier cas, la proportion d'hydrog^ne sul- 
fure est presque insensible et sa presence n'est accus6e que par Todeur 
et par la coloration noire du papier a acetate de plomb. Ce fait tient 
sans nul doute a la presence du mercure, avec lequel Thydrogfene sul- 
fure forme du sulfure de mercure. Ce qui I'indique, c'est la presence k 
la surface du mercure d'une mince pellicula noire, dont T^paisseur 
augmente a mesure que la putrefaction se prolonge. 

La quantite totale d'azote est toujours tres-faible, etmeme elle va en 
diminuant, comme le prouve Texperience u° 2. 

Tout Tazote recueilli est-il bien veritablement un produit de la pu- 
trefaction des oeufs? II est possible que la plus grande partie, sinon la 
totalite de ce gaz, provienne des gaz dissous dans Toeuf avant toute 
fermentation putride. On sait, en effet, que Talbumine a la propri6t6 de 
dissoudre les gaz de Tair : MM. Mathieu et Urbain ont donn6 la com- 
position du gaz extrail du blanc d'oeuf dans plusieurs experiences a 
Taide de la machine pneumatique a mercure {*). lis ont trouve en 



(' ) En supposant que le blanc d'un oeuf entier contienne la m^me proportion d^azote que 
Talbumine des experiences de MM. Mathieu et Urbain, comme le volume d'un oeuf de poule 
varie de 5o k 60 centimetres cubes, la quantity d'azote en dissolution varierait de 1,9 ii 
2,3 centimetres cubes. 



RECHERGBES SUR LES ALTl^RATIONS SPONTANEES DES GEUFS. 2^7 

moyenne que too centimetres cubes d'albumine contenaient : 

Acide carbonique 66,8 

Oxygfene ?.,3 

Azote... ^ 3,8 

7^.9 

(b). Produits soUdes et Uquides. — Parmi les produits de la putre- 
faction qui restent a Tint^rieur de Toeuf, il en est quelques-uns que 
Ton pent s^parer par distillation : ce sont des produits alcooliques et 
des acides volatils. Malbeureusement je les ai obtenus en trop petite 
quantity pour pouvoir les determiner. Ainsi ce n'est qu'a la troisieme 
ou quatrifeme distillation, en prenant a chaque operation le liquide 
condense de Toperation pr^cedente, que j*ai vu se former, sur les pa- 
rois froides de la cornue, les gouttelettes huileuses caract^ristiques de 
substances alcooliques. Quant aux acides volatils, ils ont une forte 
odeur d'acide butyrique. 

En distillant la masse de Toeuf etendue d'eau en presence de la ma- 
gnisie et condensant les produits qui se degagent dans de Teau addi- 
tionn^e d*acide cblorbydrique, puis faisant evaporer la liqueur, on ob- 
tient un melange de chlorhydrate d'ammoniaque et de chlorhydrate de 
trimethylamine; ces deux bases yolatiles existent done dans les oeufs 
pourris comme dans tons les r^sidus de putrefaction des matiferes albu- 
mineuses. Dans des experiences inedites qu'il a bien voulu me commu- 
niquer, M. Duclaux a constate aussi la formation de la trimethylamine 
dans les oeufs pourris ; elle ne Tavait pas encore ete dans ce cas parti- 
culier. EUe est plus abondante dans les oeufs pourris k I'abri de I'air 
que dans les autres. 

Une partie de Talbumine se transforme en leucine et en tyrosine, 
comme dans la putrefaction de toutes les matieres animales. La quan- 
tite formee est tres-faible ; d'ailleurs, suivant les auteurs, il en existe 
des traces dans les oeufs, comme dans le plasma sanguin, dans 
Turine, etc. 

La cholesterine du jaune cristallise quelquefois pendant la putre- 
faction des oeufs brouilies : j'ai observe trbs-nettement dans quelques 
cas les cristaux en tablettes rbomboidales qui la caracterisent 

29. 
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La quantite de matiere grasse ne parait pas varier sensiblement dans 
la putrefaction ; car, k Taide de Tether, j'ai obtenu a tr^s-peu pr^s les 
memes resultals qu'avec des oeufs sains. Par le meme traitement, j'ai eu 
environ 4 grammes d*extrait ^tbere pour un oeuf sain et pour un oeuf 
pourri de poids moyen. 

Le Sucre a disparu. 

En resume, la putrefaction dans les oeufs agit surtout sur les ma- 
tiferes albuminoides et le sucre; elle n'agit pas sensiblement sur les 
matieres grasses, et les produits qu'elle donne sont de meme nature 
que ceux qu'on obtientdans la putrefaction des matieres prot^iques en 
general. 

3. Des organismes de la putrefaction dans les (Bufs. Les observa tears 
qui n'ont signale qu'accidentellement la putrefaction dans les oeufs 
n'ont meme pas cbercbe pour la plupart quelle pouvait 6tre la cause 
de ce phenomene. J'ai dit que Reaumur, qui s'en ^tait beaucoup pr^oc- 
cupe, Tattribuait aux vapours du fumier dont il entourait ses fours 
a eclosion (*). M. Panceri,qui a bien plus etudie les moisissures que la 
putrefaction dans les oeufs, range les cryptogames au nombre des 
agents qui la determinent (*); mais il ne signale pas quels peuvent 
etre les autres agents. Au contraire, M. Donne, comme on I'a vu dans 
I'historique, ne trouve dans les oeufs pourris ni moisissures ni orga- 
nismes d'aucune espece, et M. Becfaamp explique ce phenomene par 
Taction de granulations mobiles (microzymas), auxquelles il pr6te le 
role de ferments figures. Mes observations m'ont conduit k consid^rer 
la putrefaction des oeufs comme un phenomene physiologique, dA, 
non point a des granulations mobiles, non point a des moisissures, 
mais bien k des organismes microscopiques de la famille des vi- 
brioniens (*). 



(') REAUMUR, loc, cit,, p. aSy. 

(') Panceri, De la coloration de Valhumine d'un oeuf de poule et des ctyptogames qui 
croissent dans les oeufs [Atti delta Socio la italiana di Scienze naturali, t.H; i860. Milan.) 

(^) Payen, s'inspirant des travaux de M. Pasteur sur les fermentatioDS, explique ainsi les 
all^.ralions spontan^es des GBufs dans son Precis tlieorique et pratique des substances aU' 
wentairesi p. 234 ' ^ L'air qui s'introduit par les pores de la coquille est une des causes or- 
dinaires des alterations lentes qu'^prouvent les oeufs par suite de rintroduclion de traces de 
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Prenonsun oeuf qui pourrit, abandonne k lui-meme^ ayant la coque 
parfaitement saine et continue. Si le blanc et le jaune ne sont pas me- 
lang^Sy et si la putrefaction est tout au debut, nous avons vu que le 
blanc est verd&tre en partie ou en totalite. El bien, si nous examinons 
an microscope une goutte de ce blanc, nousy verrons une multitude 
de batonnets organises, de bacteries agiles. lis seront difficiles k dis- 
tinguer si le blanc est seul ; ils deviendront tres-visibles s'il est delay^ 
dans deux ou trois fois son volume d'eau. Dans le blanc, ces animalcules 
transparents sont presque invisibles, parce que I'indice de refraction 
de leur substance est a pen pres identiquement le mSme que celui du 
milieu dans lequel ils nagent; en ajoutant de I'eau, le milieu est 
modifie, son indice de refraction diminue, et alors les bacteries appa- 
raissent tres-nettement {*). 

Apr^s avoir vide Toeuf, si nous examinons avec soin la surface interne 
de la membrane qui touche le blanc et Tenveloppe, nous trouverons 
presque toujours une ou plusieurs plages verd&tres comme Talbumine; 
si, passant une baguette humide sur cette membrane, nous regardons 
au microscope la goutte d'eau de lavage, nous reconnaitrons les mSmes 
organismes que plus haut, agiles comme eux, et ayant un caract^re de 
grande jeunesse. Ces plages sont evidemment les points de depart de 
la putrefaction ; ces organismes, qui ont besoin d*air pour vivre et se 
multiplier, le puisent dans Tatmospbere a travers les pores de la coque, 
et, k mesure qu'ils se reproduisent, ils envahissent pen k pen toutes les 
parties de Toeuf. 

Les bacteries dont il s'agit sont nombreuses sur les parois interne et 
externe de la membrane interne de la coque; mais on les retrouve aussi 
sur les parois de la membrane externe, entre la coque et cette mem- 
brane. Pendant qu'elles se repandent dans tout le blanc, elles enva* 






germes d'animalcules ou de microphytes et d*un l^ger mouvement de fermentation. Lorsque 
la coquille a ^t^ accidentellement bris^ sur un point, la membrane interne d^chir^ et 
quelques cellules du blanc rompues, Talt^ration fait des progr^s d'autant plus rapides que la 
tempM^rature ext^rieure est plus 6Iev^ ; souvent alors une fermentation putride se prononce 
et'le soufre, dans ce cas, s^unit ^ I'hydrog^ne de I'eau enm^me temps que Toxyg^ne, de son 
cdt^, active la fermentation. » 

(') On sait, d'ailleurs, que les liquides forlement r^fringents, tels que le s6rum, la lymphe, 
rendent comme le blanc d'oeuf les bacteries presque invisibles. 
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hissent aussi ces membranes » qui sont bientdt verdatres dans toute 
leur etendue. Un moyen commode de les trouver toujours, k cette 
periode de la putrefaction et dans les suivantes» consiste k briser la 
coque au gros bout, a ouvrir la chanibre a air et ^ laver le plancher de 
cette chambre avec une goutte d'eau. L'observation microscopique de 
la goutte montrera to uj ours des bacteries en grand nombre, nombre 
d'ailleurs variable avec le degre de la putrefaction et le volume de la 
goutte d'eau de lavage. 

II est encore un moyen commode d'observer les organismes des oeufs 
pourris : c'est de decbirer un fragment de membrane et de le mettre 
avec un peu d'eau sur la preparation. On voit alors les petits batonnets 
qui etaient retenus dans les mailles de la membrane se degager et se 
r^pandre dans I'eau, oil ils nagent en tr^s-grande abondance. 

Enfin, lorsqu'on ne veut que constater la presence de ces etres» sans 
explorer les diverses regions de Toeuf, il suflit de faire un vide partiel 
au-dessus de la coque; les gaz de Tinterieur, en se dilatant» chassent 
devant eux un liquide spumeux, toujours ricbe en bacteries, qu'il est 
trfes-facile d'y observer par I'addition d'un peu d'eau. Ge precede est 
souvent precieux» car il eloigne de Toperaleur Todeur si desagr^able 
qui s' exhale d'un oeuf pourri qu*on brise pour I'ouvrir. 

Quand Toeuf a ete vivement secoue pour en melanger le blanc et le 
jaune, le plancher de la cbambre k air a et^ rompu; il faut alors cher- 
cher.ailleurs les organismes microscopiques : on les trouve d'une ma- 
mhve certaine entre la coque et la membrane. 

II faut plus d'attention pour reconnaitre les organismes qui nagent 
dans la masse interne, surtout quand la putrefaction est avanc^e; car, 
memo en ajoutant de Teau, ils disparaissent pour ainsi dire au milieu 
des granulations de toutes sortes, des gouttelettes huileuses, des cris- 
taux qui sont repandus dans la preparation. On se debarrasse en grande 
partie de ces corps etrangers en ajoutant une goutte d'une dissolution 
etendue de potasse qui nettoie le champ et augmente singuliferement 
la visibility des Stres microscopiques que Ton recherche. II est vrai que 
leur mouvement propre est detruit; mais, quand une observation avec 
la potasse a permis de les voir, de les mesurer, il devient beancoup 
plus facile de les retrouver dans une preparation faite avecTeau seule; 
on pent alors tres-bien constater leur immobiliie ou la nature de leurs 
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mouvements. L'acide ac^tique est souvent d'un emploi commode pour 
le meme but. 

La remarque pr^c^dente, vraie surtout pour les oeufs brouill^s, s'ap- 
plique aussi aux oeufs non brouilles, quand la putrefaction est assez 
avanc^e pour que le jaune ait commence a se desagreger k la surface 
et k perdre des debris qui troublent le blanc; mais^dans ce cas, le plan- 
cher de la chambre a air sert toujours tres-utilement. 

Les grossissements les plus conveuables pour les observations varient 
de 4oo k 5oo diamfetres. ^ 

Maintenant que nous savons ou trouver ces organismes et comment 
les observer en toute circonstance, voyons quels sont ceux que Ton 
rencontre le plus ordinairement dans les oeufs pourris. 

Avant d'aborder cette £tude» il conviendrait peut-etre de faire choix 
de la meilleure classification de ces petits etres microscopiques et de 
discuter pour cela celles que les savants les plus autorises, Ebren- 
berg {*), Dujardin (*), Ferd. Cohn (•) ont proposees; mais lesdonnees 
actuelles de la science sur ce sujet paraissent trop incompletes pour 
qu'on puisse des maintenant arreter une classification definitive. La 
difficulty reside surtout dans la mauvaise determination des caracteres, 
dans Tignorance des diverses formes d'une meme espece et de son role 
physiologique. II est permis de croire qu'avec les nouveaux moyens 
de preparation des milieux , d'ensemencement et de culture que 
M. Pasteur a fait connaitre dans ces dernieres annees (^), et dont il a 
tir6 si heureusement parti pour I'etude de la levure de bifere pure, il 
sera facile desormais d'isoler cbaque espece, de la voir se d^velopper 
seule, se multiplier, se transformer s'il y a lieu. II deviendra alors 
non moins facile de rechercher, comme Ta fait avec tant de succes 
H. Raulin pour V Aspergillus niger{*), le milieu artificiel compost de 
substances chimiques definies le plus propre a la vie de ces petits Stres. 
Alors seulement on pourra determiner avec precision les reactions 
qui se produisent dans les milieux ou ils puisent les elements de 

(*) EBSkBUBEBa, Infusionsthterschen; iBZS. - 

(') Dujardin, Histoire naturelle des Zoophytes, Infusoires; 184 1. 

(•) Ferd. Cohn, Recherches sur les bacieries; 187a. 

{*) Pasteub, Comptes rendus de VAcadSmie des Sciences; 1872-1874. 

(^) Raulin, £tudes chimiques sur la vdgdtation; 1870. 
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leur vie et de leur multiplication. La connaissance exacte de leurs 
formes, de leurs modes de developpement et de reproduction, de leur 
role physiologique, permettra enfin d'etablir leur classification natu- 
relle. 

J'ai pris la classification de Dujardin, parce qu'elle est la plus simple 
et qu'elle m'a toujours suffi dans mes observations. 

La famille des Vibrioniens est, d'apres Dujardin, coropos^e d'ani- 
maux filiformes, extremement minces, sans organisation appreciable, 
sans organes locomoteurs visibles. Elle se divise en trois genres : 

Bactiries : corps filiforme, roide; mouvement vacillant, non ondulatoire. 

Fibrions : corps fliiforme, susceptible d'un mouvement ondulatoire comme 
un serpent. 

Spirillums : corps fi]iforme, contourne en helice, non extensible, quoique 
contractile, tournant autour de son axe. 

Gonsiderons d'abord le cas d'un oeuf qui s'est putrefie dans Tair 
ordinaire, qu'il ait ete prealablement agit^ ou non. La nature des 
organismes qu'il contient varie avec la p^riode de la putrefaction. 

Au debut, ce sont de petits batonnels de forme cytindrique, isol^s 
ou par couples, plus rarement en chapelets, dont la teinte homogfene 
et pale, les contours peu accentues prouvent une grande jeunesse; ce 
fait est confirme par Texamen attentif des articles doubles, dans les- 
quels on distingue, en effet, tanlot un leger ^Iranglement, tant6t une 
division plus profonde, presque la separation des deux Stresnouveaux; 
les articles plus ages, ou qui vivent genes dans un milieu incomplete 
ont une teinte jaunatre et des contours accentues, fortement r^frin- 
gents, noirs, qui ne permettent pas de les confondre avec les jeunes 
dont je viens de parler. Ges jeunes organismes ont besoin d'air pour 
vivre, ce qui resulte de la place meme qu'ils occupent de preference 
dans I'oeuf en voie de putrefaction, c'est-a-dire entre la coque et la 
membrane et sur les parois de la cbambre k air. G'est aussi ce que j'ai 
pu verifier maintes fois, avec une nettete vraimcnt remarquable» dans 
les preparations ou je les observais. Des qu'on a depose la lamelle sur 
la goutte de liquide, on voit ces organismes se mouvoir dans tous les 
sens avec une incroyable rapidite; puis leur mouvement se ralentit, 
cesse, et les batonnets se tassent, se juxtaposent en series paral- 



RECHERCHES SUR LES ALTERATIONS* SPONTANJ^FS DES OEUFS. ^233 

leles {*). Cest Ik ce qui se passe au milieu de la preparation, loin des 
bords de la lamelle. Sur les bords au contraire, ou mieux encore dans le 
voisinage des bulles d'air, lorsqu'il s'en trouve dans la preparation, on 
constate que le mouvement continue avec toute Tagilile primitive. Les 
premiers organismes conservent leur mouvement jusqu'a ce qu'ils 
aient absorbe tout I'air dissous dans le ]iquide; les derniers ne le per- 
dent pas, parce qu'ils ont a chaque instant Tair qui leur est neces- 
saire. L'explicaTfbn precedente est si vraie, comme I'a indiqu^ depuis 
longtemps M. Pasteur, que,'lorsqu'on souleve la lamelle pour per- 
mettre la dissolution dans le liquide d'une nouvelle quantite d'air, les 
batonnets, momentanement paralyses, reprennent toule leur agilite, 
pour la reperdre encore si on les emprisonne de nouveau en laissant 
retomber la petite lame de verre. 

Les batonnels dont je parle sont droits, inflexibles; ils decrivent 
tantot des lignes droites, tantot de grands arcs de courbe; ou bien ils 
vont, viennent, courent dans tons les sens et changent brusquement 
de direction; quelquefois ils s'arretent et semblent besiter a se mettre 
en mouvement, oscillent un peu sur eux-memes, puis partent avec la 
rapidite d'un trail; s'ils rencontrent un obstacle, un globule gras, un 
debris amorpbe tres-lenu, ils le beurtent ou le culbutent, souvent sans 
modifier leur marche; on en voit qui se fixent a de fines granulations 
et les entrainent dans tons leurs mouvemenls; d'autres lournent autour 
de ces corpuscules etrangers, se precipitent dessus, puis reculent et 
s'y precipitent de nouveau, comme sur une proie. Tons ces mouve- 
ments vacillants, non ondulatoires, avec la rigidile des individus, ca- 
ract^risent les bactenes. Ce sont done des bacteries qui se montrent 
tout d'abord dans la putrefaction des oeufs. 
Ten ai observe deux formes qui paraissent distinctes : 
La premiere et la plus commune est formee d*articles dont la lon- 
gueur varie de 2 a 4 milliemes de millimetre, et la largeur de b,3 a 



(') MM. Coze et Feltz ont souvent observe le m^me fait. lis appellent zone immobile le 
groupement de bfttonnets parfaitement situ^ dans un m6me plan et dont Tensemble opparait 
d'un coup d'oeil k Tobservateur. L'exainen de cette zone prcnd, dans leurs Eludes sur les 
maladies infectieusea, une grande importance, car elle varie d*une maladie ^ Tautro, et son 
aspect paralt li6 a la nature de la maladie [Reclierches sur les maladies infeciieuscs, p. 27 
eti48.] 

Annates dc VtcoU HormaU, a' S^rte. Tome IV. 3o 
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0,5 millibmes de millimMre {*). Cest Tespece Bacterium termo, tr^s- 
commune dans toutes les infusions {Jig. 7). J'ai eu des oeufs oti 
tons les individus etaient mobiles; d'autres oil une partie seulement 
^taient mobiles; d'autres enfin plus rares, oil presque tons Etaient 
immobiles. L'^tat de repos ou de mouvement, qui peut avoir beaucoup 
de causes^ influence de Tair^ du milieu » de Tage, ne me parait pas» 
du moins en general, sufiire pour difierencier des esp^ces; aussi ai-je 
compris sous le meme nom des individus mobiles ou immobiles, qui 
avaient m^me forme generale, memos dimensions moyennes, et dont 
les articles, en se depla^ant, conservaient la meme rigidity. 

La seconde forme de bacteries que j'ai observ^e est une bacterie 
beaucoup plus petite que les precedentes, ayant d'ailleurs le meme 
mode de mouvemeut, mais dont la longueur atteint k peine i/x et la 
largeur o^s/x {fig. 8). Ges organismes sont tellement petits, que 
s'ils n'etaient nombreux et animus d'un mouvement tres-rapide, on 
pourrait tres-bien ou ne pas les remarquer ou les confondre avec des 
ponctuations amorphes. Quand ils ont cess6 de se mouvoir par priva- 
tion d'air, ils se mettent aussi en rangees paralleles tres-serrees. On 
pourrait admettre que ces bacteries sont des articles de B. termo trfes- 
courts, qui, vivant p^niblement, se d^veloppent moins et se divisent 
plus tot; mais, comme ils ont un aspect de grande jeunesse, qu'ils ont 
des mouvements tres-rapides, je crois qu'on peut les considerer corarae 
une esp^ce difierente du B. termo. Je les ai observes surtout dans des 
oeufs de dinde achetes pourris a la Halle. 

J'ai rencontre dans des oeufs pourris quelques autres bacteries en fils 
tres-longs, tres-greles, des chapelets d'articles ou de grains extreme- 
ment petits {fig. 9 et 10); mais je ne les ai aperQus que trfes-rarement. 

I^es bacteries que je viens de decrire, ayant besoin d'oxygi;ne pour 
vivre, devront se trouver plus abondantes dans les parties de Toeuf les 
plus voisines de rair.C'est ce que Texperience confirme compl^tement. 

Pour faire la comparaison, j'ai employe une metbode qui a 6t6 indi- 
quee par M. Pasteur dans ses Etudes sur les vers a soie (^), et qui suffit 
pour donner des rapports approches. Elle consiste a faire des pr^para- 



(*) Je me servirai sou vent, pour simplifier, de la lettre |x, qu'on emploie g^n^ralement 
pour repr^senter cetie uuit^. 

(') Pasteur, £ (tides sur les maladies des vers a soie, 1. 1, p. 63. 
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tions egalement ^lendues, du moins autant que possible, et a compter 
le nombre des organismes diss^min^s dans un champ. Quand le nombre 
est grand, on compte seulement ceux d'un quadrant, et Ton multiplie 
le resultat par !\. Ici j'ai compare une goutle d'eau de lavage de la 
membrane avec le nieme volume de liquide interieur etendu de moitie 
avec de Teau. Bien que la preparation dans ce dernier cas fut plus 
chargee de matibres que I'eau de lavage, les tableaux suivants montrent 
combien les bacteries sent plus abondantes dans le voisinage de I'air 
que dans la marse interne : 

OEuf$ d 25 degr^s, du 23 Janvier au 27 fivrier 1873. 

Entro coquc 
N®' et membrane. Interieur. 

1 5oo » 

2 4^0 I O 

3 4^0 2) 

k 1000 5 

5 200 20 

6 600 6 

QEufs d 25 degr^s, du 27 Janvier au i" mars 1873. 

Entre coque 
N^* et membrane. Interieur. 

1 100 20 

2 200 I O 

3 1 00 5o 

4 5o 20 

5 5oo 5o 

6 600 2^3 

Ges exemples, que jepourrais multiplier, prouventbien la proposition 
que j'ai emise plus haut. J'ajouterai que la proportion des bacteries 
mobiles est aussi plus grande sur les membranes que dans la masse in- 
terieure. 

A mesure que la putrefaction de Toeuf avance, on remarque que de 

nouveaux organismes apparaissent dans Tinterieur; au milieu des 

bacteries que nous venonsde decrire,on voit des batonnets plus larges 

et plus longs, dont la longueur varie de :2 a 8|jl, et la largeur de o, 8 

a i|x {/ig. ii). Tandis que les bacteries de la surface ont une teinte 

uniformed ceux-lk presentent quelquefois de fines granulations; au 

3o. 
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lieu de courir d'un mouvement rapide^ ils s'avancent lentement en 
s*inflechissant et en decrivant des courbes flexueuses; il en est qui 
sont articules, et Ton voit quelquefoU les articles osciller vivement 
I'un et Tautre aulour de leur point de jonction, comme s'ils faisaient 
des efforts pour rompre le lien qui les unit. 

A ces caractercs on reconnait des vibrions ; ils partagent avec le 
vibrion butyrique de M. Pasteur, et ceux qui sont correlatifs de la 
putrefaction veritable (*), la propriete singulierede vivre sans oxygfene 
iibre et d'etre tues, ou tout au moins frappes d*immobilite, lorsqu'on 
les expose pendant quelque temps a Taction de ce gaz. En effet, leurs 
mouvements ondulatoires ne sont pas visibles aussitot apres le depdt 
de la lamelle surlagoutte; ce n'est qu'un pen plus tard, lorsque Toxy- 
gene de Fair dissous dans le liquide est absorbe, qu'on voit ces ba- 
tonnets, jusque-1^ immobiles, s'ebranler, osciller faiblement, puis, 
apres quelques moments d'hesitation, partir doucement pour conti- 
nuer a se mouvoir aussi longtemps qu'on ne les paralyse pas par Tac- 
ces d'une nouvelle quantite d'air. 

Dans un oeuf pourri depuis longtemps, on ne trouve plusguere que 
des vibrions a Tinterieur, comme si les bacteries en avaient ete chassees, 
soit par la presence de ces nouveaux etres, soit par Tabsence de gaz oxy- 
gene dissous; mais,dans cette derniere periode, les vibrions deviennent 
difliciles a distinguer, et nous allons bientot en connaitre la cause. Si 
Ton examine alors le contenu de Toeuf et qu'on n'ait pas une grande 
habitude de ces observations, on pourra ne rien voir d'organise et elre 
par suite tente do nier la presence d'organismes microscopiques. 

Ainsi, pour resumer ce qui precede, quand un oeuf brouill^ ou 
non se putrefie dans I'air ordinaire, il pr^sente deux genres d'infu- 
soires tres-distincts par leurs formes et leurs mouvements, et surtout 
par leur rdle vis-a-vis de I'oxygene Iibre : bacteries k la surface des 
membranes, tout pres de I'air ; vibrions loin de I'oxygene, au centre* 

Le fait precedent s'observe dans tons les oeufs a coque mince, tels 
que ceux de poule, de cane, de dinde, de pigeon. S'il est general, les 
bacteries devront se multiplier de preference dans tons les cas ou Tair 



{ ' ) Pasteur, Rechercltes siir la putrefaction [Comptes rcndiis de V Academic des Sciences, 
t. LYI, sdaDce du 29 juint863). 
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aura un libre acces, et les vibrions apparaitront, au contraire, dans les 
cas oil Toxygene sera eloigne des matieres en putrefaction. Gela est 
confirme par plusieurs observations. 

1* Au mois de juin dernier, j'ai abandonn6 h la temperature ordinaire, dans 
un flacon ouvert, six blancs d'oeuf, dont j'avais s^par^ les jaunes pour une 
autre experience; bientdt Talbumine s'est fluidifiee, puis eiie a pris la belle 
teinte verte que j'ai signalee, et degage une odeur l^gerement putride. Exa- 
minee k ce moment, elle contenait une multitude de bacteries agiles, identiques 
au B. termo, visibles surtout apres 1 addition d'une petite quantity d'eau. 

2® J'ai eu souvent Toccasion de trouver, parmi ceux que j'ai achetes pour 
mes experiences, des ceufs dont la coque etaitiegerementfendue;j'en ai moi- 
mdme fendu plusieurs fois. Ces oeufs mis a I'etuve ne se sont pas toujours 
pourris, mais j'ai toujours constate que, dans ceux qui eiaient entres en pu- 
trefaction, les organismes microscopiques etaient plus abondants sur les 
points de la membrane, immediatement au-dessous des fentes de la coque, 
que sur les autres points, et que ces organismes etaient des bacteries identiques 
au B. termo. 

Voila pour les bacteries ; voici maintenant quelques exemples oil les 
vibrions dominent : 

1^ Etd'abord, sans faire aucune experience, il suflfit de considerer 
un oeuf d'aulruche dont la coque, epaisse et compacte, laisse passer 
difficilement les gaz. Dfes que la petite quantite d*oxygene qui peut se 
trouver dans la chambre a air aura ete absorbee, les elements du blanc 
et du jaune seront pour ainsi dire completement prives de ce gaz, 
puisque celui de Texterieur penetre k peine a travers les pores. Des 
lors, si ces elements se pulrefient, ils ne devront presenter que des vi- 
brions. C'est ce que j'ai constate sur quatre oeufs d'autruche pourris, que 
M. Gh. Riviere a bien voulu m'envoyer d'Algerie. Chacun de ces oeufs 
a ete ouvert avec Tappareil decrit plus haut,et une goutte de Tinterieur 
retiree avec une baguette de verre tres-propre, puis delayee dans un 
peu d'eau, a presenle, dans tons, les memes organismes, au nombre de 
dix k vingt par chapip ; c'etaient des vibrions immobiles de 4 k 6|i. de 
longueur et de i/xde largeur, tr^s-legerement granuleux, et dont les 
articles s'inflechissaientsur eux-memes, lorsque par une legfere pression 
sur la lamelle on les faisait mouvoir dans la preparation. 

2^ On peut suppleer aux oeufs d'autrucke, en pla^ant un oeuf a coque 
mince dans une atmosphere lioiitee, soit dans un gros tube ferme, 
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soit dans une eprouvetle, en partie ou en totality remplie de mercure. 
Yoici les r^sultats que j*ai ob'tenus dans ces conditions : 

Le q4 d^cembre 187119 j'ai place deux oeufs de poule dans deux tubes 
larges, fermes ^ une extremite, etires ensuite k I'autre et fermes k la 
lampe. Ces oeufs ont 6te abandonnes d'abord a retuve, puis a la tempe- 
rature exterieure,*jusqu'au moment de Texamen, 21 et 29 novembre 
1873. lis s'etaient pourris et avaient une odeur repoussante. 

Dans le premier oeuf, je n'ai vu tout d'abord rien d'organis^, bien que 
j'eusse ajoute de I'eaukla^'preparation; uneseconde preparation, faite 
avec une dissolution ^tendue de potasse, m'a permis de voir environ dix 
organidmes par champ ; mSme resultat avec Tacide acetique. i^claire par 
ces deux observations sur la forme et les dimensions des etres que je re- 
cherchais, j'ai pu les retrouver dans la premiere preparation, malgr^ les 
cristaux, les granulations graisseuses ou autres qui Tobscurcissaient. 
Si les elements figures sont dans ce cas difficiles k voir, c'est que ce 
ne sont plus des batonnets a contours nets, paralleles, a plasma homo- 
gene ou iSnement granuleux, comme ceux qu'on trouve dans les pre- 
miers mois de la putrefaction ; ces organismes sont ovales, leur plasma 
s'est presque tout entier concentre en un point brillant ou sombre, 
suivant la position de Tobjectif, et autour de ce point on ne voit plus 
qu'une sorte d'aureole elliptique tres-effac^e, dont ce point occupe le 
centre ou Tun des sommets. Dans la preparation faite avec Teau, cette 
aureole 6tait a peine visible, «t je ne voyais d'abord que le point bril- 
lant, que je confondais avec des granulations amorphes; avec la polasse 
et I'acide acetique, toute illusion ayant cess^, il n'y a plus de doute 
sur la nature organisee de ces points et de leurs aureoles. Ce sont des 
organismes qui sont dans Tetat que prennent d'ordinaire les vibrions 
quand ils vieillissent. 

Dans le second oeuf, j'ai retrouve les organismes precedents, avee 
une aureole encore plus effacee; dans quelques-uns elle n'etait meme 
plus visible. 

C'etaient bien des vibrions, car, ainsi que Ta montr^ M. Pasteur 
pour les petits etres qui sont corr^latifs de la maladie des vers a soie 
appelee flacherie ('), et comme on pent le constater dans toutes les 

( ' ) Pasteur, Etudes sur les maladies des vers a soie, t.p, p. aaS. Planche oil Ton voit : 
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liqueurs qui contiennent ces animalcules k diOerents ^ges, un vibrion 
passe par plusieurs formes successives dont celle que j'ai observee plus 
hautest la derniere; il repr^sente d'abord un batonnet allonge, pale, a 
contours parallfeles, puis les granulations apparaissent, se groupent 
en un ou deux points brillants, ovoides, a bords fortement r^fringents, 
qui nagent bient6t seuls dans le Hquide ou vivaient anterieurement les 
jeunes organismes. II n'est pas rare de trouver k la fois le batonnet 
homogene, le point isol^ et toutes les Formes interm^diaires qui ac- 
cusent le passage de Tune k Tautre {fig. ii). 

3^ Ce sont encore des vibrions qui prennent naissance et se deve- 
loppent sous le mercure, soit qu'on laisse un peu d'air sous I'eprou- 
vette, soit qu'on la remplisse completement. Seul^ment les bacteries, 
qui apparaissent toujours au debut de la putrefaction^ sont plus nom- 
breusesdans le premier cas que dans le second. Elles ne tardent pas 
d'ailleurs k disparaitre. Plus tard on ne trouve que des vibrions, jeunes 
d'abord, puis granuleux et enfin transformes en points brillants. 

4^ Enfin on pent eliminer meme I'oxygfene de la chambre k air et se 
placer dans les conditions les plus propres au d^veloppement exclusif 
des vibrions. II suffit, par exemple, de placer des oeufs dans une atmo- 
sphere d'acide carbonique; en faisant passer un courant de ce gaz pen- 
dant quelques heures, on provoque la diffusion de Tair contenu dans 
Toeuf, et Ton en debarrasse celui-ci completement. 

Six oeufs places dans ces conditions, a ^^ degres, se sont pourris. 
Examines au microscope, ils ont tons monlre des vibrions, depuis le 
batonnet long, a contours paralleles, jusqu'au point entoure d'une 
faible aureole. lis etaient tons mobiles. 

Les experiences qui precedent montrent bien que ks vibrions sont 
les seuls agents de la putrefaction lorsque I'air ou plutot Toxygene est 
absent. II resulte de la qu'on pent classer les oeufs pourris en deux 
categories : les oeufs pourris a I'air, les oeufs pourris sans air. Au point 
de vue des organismes, ces deux sortes de putrefaction sont distinctes; 
elles le sont aussi au point de vue chimique, a en juger seulement par 
Todeur si differente qui en resulte et par Taction sur le papier de 

i^ des chatnes de vibrions mobiles, sans points brillants; 2° des vibrions avec corpuscules 
brillants ; V des vibrions ou la mali^re qui environne les points brillants se r^sorbe ; 4° des 
points brillants isol^ ressemblant assez aux corpuscules de la p^brine. 
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tournesol; on a dejk vu que les matiferes decompos^es sont l^gerement 
acides a I'air, qu*elles reslent fortement alcalines sans air. 

D'apres cela, Toeuf qui pourrit a Fair est le si6ge de deux series de 
reactions. On pent concevoir que les reactions interieures, produites 
par les vibrions, sont celles qui caracterisent la veritable putrefaction, 
tandis que celles de la surface, determinees par les bacteries, ne 
seraient que des oxydations ayant pour efTet de modifiert peut-Stre de 
simplifier, les premieres. L'ccuf, dans ces conditions, parait realiser 
toutes les transformations qu'a observ^es M. Pasteur dans ses savantes 
Recherche!^ sur la putrif action, t Les vibrions, dit-il, d*une part, vivant 
sans la cooperation du gaz oxyg^ne de Tair, determinent dans Tinte** 
rieur du liquide des actes de fermentation, c'est-a-dire qu*ils trans- 
forment les malieres azotees en produits plus simples, mais encore 
complexes. Les Bacterium (ou les Mucor...)^ d'autre part, cojnburent 
ces memcs produits et les ramenent a Fetat des plus simples combinai- 
sons binaires, I'eau, I'ammoniaque et Tacide carbonique ('). > 

L*ensenible des observations que je viens de rapporter conduit k 
cette conclusion importante : 

La putaefaction dans les oeufs, en prissenge ou en l* absence 

DE l\iB, est correlative DU DEVELOPPEMENT ET DE LA MULTIPLI« 
CATION D*£tRES MICROSCOPIQCJES de la FAMILLE des VIBRIONIENS. 

En d'autres termes, contrairementau resultat trouve parM. Donn^, 
les oeufs ne font piais exception a la grande loi de correlation que 
M.' Pasteur a demontree pour tons les phenomenes de fermentation 
proprement dite. 

Dans une Note recenfe (^), M. Bechamp affirme de nouveau que ni 
M. Donn^, ni lui, n'ont trouve dans les oeufs pourris ni bacteries, ni 
vibrions, ni moisissures, ni autre chose d'organise. A cette affirmation 
je ne puis qu'opposer le resultat toujours constant de mes observations. 
Je nai pas trouve une seule exception parmi plusieurs centaines cTomfs 
pourris que fai eu ['occasion d' examiner; je suis done autorise k con- 
— — — i . . ■ ■ . ■ II I ■ 

(*) Comptes rendus de VAcndemie des Sciences, t. LVI, s^cince du ag juin i863. 

(*) Comptes rendus de I'Jcndemie des Sciences, t. LXXVJI, p. 6i3; 1873. La^ote de 
M. B6champ a M publiee h roccasion de deux Communications que j'ai eu rhonneur de 
faire k TAcad^mie des Sciences sur les alterations spontan^es des ceufs, dans les .stances du 
^7 Janvier et du ai juillet 1873. 
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dure que ce r^sultat est g^n^ral. Peut-etre mes savants contradicteurs 
n'ont-ils fait leurs etudes microscopiques que lorsque la putrefaction 
etait tres-avanc^e, alors que les organismes se desagregent; peut-etre 
encore n'ont-ils cherche ces derniers que dans le melange du blanc et 
du jaune, en negligeant la surface des membranes, oil ils sont plus 
abondants et plus faciles k voir, parce qu'ils ne sont pas confondus 
avec toutes les granulations de Tinterieur. 

III. ~ Influence de quelques circonstances particuUires sur l^cUteration 

putride des CBufs. 

1. Influence du milange du blanc et du jaune. — Dans- ses re- 
cberches sur la putrefaction des oeufs, M. Donne avait pense, en 
Tabsence d'organismes microscopiques, que Talteration qui carac- 
terise ce- pbenomene etait due k une reaction des elements du jaune 
sur ceux du blanc. Gette explication semblait corroboree par les faits 
observes par ce savant, k savoir, que tous les oeufs intacts, non agites, se 
conservaient sans putrefaction, tandisque tous les oeufs brouilles, dont 
le blanc etle jaune avaient ete melanges par I'agitation, se putrefiaient 
dans un court espace de temps, dans Tintervalle d'un mois au plus. Or 
j'ai trouve que la putrefaction des oeufs est correlative de la vie d'etres 
organises, et par suite qu'elle ne pent avoir pour cause unique Taction 
reciproque des elements melanges. II semble des lors que Ton doit 
trouver des oeufs pourris aussi bien parmi les oeufs non agites que 
parmi les oeufs brouilles, et que tous les oeufs brouilles ne sont pas ne- 
cessairement le siege de la putrefaction. Mes observations ne laissent 
aucun doute k cet egard. Yoici les r^sultats de quelques experiences 
comparatives : 

\^ Le 21 novembre, j'ai mis k la temperature de 3o degres, dans un flacon a 
large goulot, six oeufs entiers intacts et six oeufs fortement agites. L'examen 
a port6 chaque fois sur un oeuf agit6 et sur un ceuf non agit6. 

N°' Date de rexamen. Agite. Mon agit^ 

1... 7 decembre. Putrefaction common^ Sain; pas d'organismes. 

(ante, organismes. 

2... i3 n Sain; pas d'organismes. Sain ; pas d'organismes. 

3... 21 )) Sain; pas d'organismes. Putride; organismes. 

Annates de Vicole Normale, 3* S^rie. Tome IV. 3 1 
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No> Date de Texamen. Agit^. Non aglt^. 

4... 1 1 Janvier. . . Putride ; organismes. Sain; pas d'organismes. 
5... 21 )) Sain; pas d'organismes. Putride, bact^ries, moisissures. 

6... :xi n Point putride; pas de Point putride, pas de bacl^ries; 

bacteries ; moisissures. moisissures. 



R6suin^ : 



2 pourris. 2 pourris. 

4 non pourris. 4 ^^^ pourris. 



Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 



2^ Le 28 d^cembre, j'ai mis k sS degr^s douze ceufs agit^s 61 doaze CBQfii 
non agit^s : les cxamens ont 6x6 faits k des 6poques variables, en prenani 
chaque fois les oeufs qui paraissaient les plus alt^r^s; void le resultat : 

OEufs agitis. 

1 1 3 Janvier Putride; organismes. 

2 Id 

3 Id 

4 Id 

5 i5 Janvier 

6 18 Janvier Putrefaction commen^ante; organismes. 

7 28 Janvier Putride; organismes. 

8 29 mars Sain au mirage. 

9 Id Id. 

10 Id Id. 

11 Id Putride; organismes. 

12 Id Id. Id. 

OEufs non agitis. 

1 16 Janvier Putride ; organismes. 

2 Id Sain; pas d'organismes. 

3 Id Id. Id. 

4 Id Putride; organismes. 

5. 12 f^vrier Id. Id. 

6 26 mars Id. Id. 

7 Id Sain ; pas d'organismes. 

8 Id Id. Id. 

9 Id Id. Id. 

iO 29 mars Id. Id. 

11 Id Id. Id. 

12 Id Putride ; organismes. 
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Les trois (Bufs agit6s n""* 1, 2 et 3 se soDt fendus a T^tuve. 

Les trois oeufs agit^s n*** 8, 9 et 10, abandonn6s a la temperature ext^rieure 
jusqu'au i8 decembre, ont traverse sans s'alt^rer les chaleurs les plus fortes de 
r^t^; k cette date pas d*organ!smes. 

En resum6y et en tenant compte des oeufs fendus, on a dans Texp^rience 
pr^c^dente : 

OEufs agitis, OEufs non agit^s. 

9 pourris. 5 pourris. 

3 sains. 7 sains. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer : i'' qu'il y a correlation 
entre la putrefaction et le developpement d'etres roicroscopiques; 
a^ que des oeufs agites et brouilles peuvent rester sans alteration pen- 
dant plusieurs mois; 3^ que des oeufs non agites peuvent se putrefier en 
queiques semaines; 4^ que la proportion des oeufs pourris dans les deux 
cas est extremement variable. 

Le tableau suivant» oil je resume les r^sultats de plusieurs series 
d'expdriences , montrera combien est variable cette proportion. Le 
nombre des oeufs pourris est rapporte a cent oeufs mis en experience, 
afin de rendre la comparaison plus saisissante. Leur provenance est 
tr^s-diverse ; les uns ont ete achetes directement dans le commerce; 
d'autres ont ^te recueillis dans mon laboratoire. 

OEufs agites OEufs non agites 

NO* Dates des experiences. pourris. pourris. 

1... S^rie du 21 novembre 1872... 33 pour 100 33 pour 100 

2. . . D du 26 decembre 33 » o » 

3... » du 28 decembre 76 » 4^ » 

4k... D du 28 decembre i4 » 37 » 

5... » du 17 Janvier 1873 60 d 76 » 

6... » du 21 Janvier 100 u 8 » 

7. . . du 21 Janvier o » 25 » 

8... /> du 27 Janvier 100 » 33 » 

Totaux 4^^ ^ ^-^3 n 

Hoyennes (*). . . 5a j» 32 d 

(') Ges moyennes sont bien sup^rieures k la proportion des OBufs pourris qu'on trouve 
dans le commerce. D'apr^s les renseignements de la Prefecture de police, que j'ai consign^s 
p. 206, cette proportion est en effet de i sur 410, mais il ne faut pas s'en 6tonner, car dans 
mes experiences les ceufs ont M mis k une temperature qui 8*est maintenue k aS degree 
environ pendant plusieurs semaines et mdme plusieurs mois. 

3i. 
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Ainsiy quelle que soitl'^poque a laquelle on fait Texperience, quels 
que soient les oeufs sur lesquels on op^re, Tagitation de leurs ^l^ments 
ne provoquc pas necessairement leur putrefaction, et leur int^grit^ no 
les preserve pas de cette alteration. 

Ge qu'il importe surtout de remarquer, e'est que la proportion des 
oeufs pourris prend pour ainsi dire toutes les valeurs depuis o jus- 
qu'a ICO, qu*ils aient ete ou non pr^alablement brouill^s. II ressort 
encore de ce tableau que la moyenne des oeufs pourris est plus conside- 
rable lorsque le blanc et le jaune ont ^te melanges que lorsqu'ils sont 
restes distincts. II semble done que ce melange constitue un milieu plus 
favorable au d^veloppement des bacteries et des vibrions que le blaoc 
ou le jaune tout seul. Gela r^sulte aussi du fait suivant. 

Lorsqu'un oeuf non agite se pourrit, j'ai deja dit que les chalazes se 
rompaient et que le vitellus se soulevant venait s'appliquer sur la mem- 
brane interne au point le plus eleve. Le plancher de la chambre k air est 
souvent le lieu ou.se ferment de telles adherences. Dans toute la region 
correspondante, le blanc etle jaune se melangeant s'offrent ensemblek la 
nutrition des bacteries qui se meuvent dans les mailles serr^es du plan- 
cher membraneux, et il n'est pas rare de les trouver 1^ en plus grande 
abondance que sur les autres regions qui ne sont en contact qu'avec le 
blanc. Elles y ferment quelquefois une couche ^paisse, humide et de 
consistance mucilagineuse, exactement limitee a la surface de contact 
du vilellus ; les autres parties de la membrane restent parfaitement 
seches. Cette grande multiplication de bacteries est assur^ment due k 
la presence simultanee du blanc et du jaune, dont le melange constitue 
un milieu nutritif plus complet que chacun de ces elements separ&s. II 
faut concevoir, par consequent, que les germes d*organismes qui pr6- 
existent dans Toeuf, comme je le montrerai plus loin, a un etat de jeu- 
nesse variable, se multiplient avec plus de facility dans un oeuf brouillS 
que dans le blanc tout seul. De plus, Tagitation a pour efTet de les dis- 
seminer dans la masse et par suite de les mdler intimement aux ele- 
ments dont ils doivent se nourrir. Dans Toeuf non agite, au contraire, 
on congoit qu'une partie de ces germes, vieux, places dans le blanc ou 
dans les membranes, c'est-a-dire sur un terrain incomplet, ne puissent 
pas se developper et provoquer la putrefaction dans des cas oil ce phe- 
nomene se serait certainement produitapresTagitation. Ces fails expli- 



REGHERCHES SUR LBS ALTI^RATIOSTS SPONTANISE8 DES CEUFS, ^45 

quent aussi pourquoi les oeufs agites qui se pulrefient s'alterent en 
g^n^ral plus vite que les oeufs non agites. 

L' observation suivante conduit a la meme conclusion. En brisant un 
ceuf brouille aussitdt apres Tagitation^ou en lefaisant cuire et le coupant 
ensuite en deux parts, on voit de nombreuses bulles d'air qui restent em- 
prisonnees dans la masse, etqui ne peuvent se degager k cause de la 
nature visqueuse du melange. II en resulte que les bacteries se develop- 
pent en presque tous les points et par suite que les modifications qu'elles 
d^terminent se produisent en meme temps dans tout le volume deToeuf. 

Je viens de monlrer que le melange du blanc et du jaune n'entre pas 
de lui-meme en putrefaction, malgre Fair qui filtre sans cesse a travers la 
coquille. Je puis en donner une autre demonstration facile kreproduire. 

On se rappelle les experiences decisives par lesquelles M. Pasteur a 
combattu victorieusement les theories de la generation spontan^e : je 
veux parler de la disposition simple qui consiste a conserver, au con- 
tact de Fair pur, a Tabri de tous germes actifs, les liquides les plus alte- 
tables. M. Pasteur a fait connaitre, dfes i863, la conservation, dansces 
conditions, du sang et de Turine (')» et en 1872 celle du moAt de 
raisin (^), tous liquides ^minemment putrescibles ou fermentesci- 
bles (' ). J'ai reproduit la mSme experience avec le melange du blanc et 
du jaune d'oeuf, et aussi avec le blanc tout seul.Yoici comment j'opere. 

Le vase A (tube, fiole, ballon) [fig. 3), oil Ton veut recueillir les 
matiferes de Toeuf, est ferme par un boucbon de liege ou de caout- 
chouc perce de deux trous. Le caoutchouc vaut mieux que le liege, 
parce qu'il est plus facile de porter k 100 degres dans I'eau bouillante 
tous les points de sa surface. Dans Tun des trous du bouchon on place 
un tube de verre B, etire en forme de tube abducteur trbs-fin; dans 
Fautre trou, un tube de verre G recourbeune fois et etrangle en a. Ce 



(*) Pasteur, Examen du rSIe attribue au gaz oxygene atmosphSrique dans ia destruction 
des matieres animales ou vegetates apris la mort, ( Comptes rendus de Vuicademic des 
Sciences, t. LVI, s^nce du ao avril i863.) 

(') Pasteur, Comptes rendus de VJcademie des Sciences, stance du 19 f^vrier 1872. 

(•) Des recherches r^cenles failes par Burdon-Sanderson [Thirteenth Re/wrt of the medi- 
cal Officer of the privy Council, p. 65), et par William Roberts [Philosophical Transact 
tions of the royal Society oj London, vol. CLXIV, part, a, p. 457; 1874) ont con6rm6 et 
^tendu les r^sultats trouv^s par M. Pasteur sur rinalt^rabilit^ des liquides organiques au 
contact de Tair priv^ de germes. 
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dernier est mis ea relation, par un tube de caoutchouc, avec la branche 
laterale d'un trocart T. Ce trocart a deux robinets r et r', pouvant 
tenir le vide, rqui est traverse par Taiguille a pointe fine, etr' qui 
etablit ou interrompt la communication du trocart avec le vase A. 
L'aiguille et la canule oil elle s'engage ont ete preparees de telle sorte 
que Tune soit dans Tautre comme un long piston, parfaitement dressd, 
et que Tair ne puisse pas se glisser entre les deux, meme lorsqu'on 
retire Taiguille au-dessus du robinet r (' ). 

Gela pos6, pour faire une experience, on met un peu d'eau dans le 
vase A, on retire Taiguille et Ton ouvre les deux robinets r et r\ puis 
on fait bouillir. La vapeur d'eau quise forme, trouvantune issue plus 
facile par le tube G et la canule que par le tube effile B, s'^chappe 
bientot par les deux extremites ouvertes de T, et tue tons les germes 
d'organismes qui auraient pu se trouver dans cette partie de Tappareil. 
Pendant qu'elle sort ainsi, on passe Taiguille dans la flamme d'une 
lampe.k alcool, on Tintroduit dans la canule T et Ton ferme le ro- 
binet r"; la vapeur s'echappe alors par la seule issue qui lui reste, 
c'est-k-dire par le tube etire B, qu'elle porte a son tour k la tem- 
perature de loo degres, en detruisant les germes qui pouvaient exister 
sur sa surface int^rieure. Le vase et le tube B sont meme chaufi<§s k plus 
de ICO degres, parce que, la vapeur eprouvant de la resistance k sortir 
par une pointe effilee, Teau bout sous une pression un peu sup^rieure k 
la pression exterieure; apres un quart d'heure ou une demi-heure 
d'ebullition, on ferme a la lampe I'extremite du tube B et Ton retire le 
feu. L'appareil refroidi a ete ainsi purge d'air, et la pression int^rieure 
n'est plus gufere que celle de la vapeur d'eau k la temperature ambiante. 
II n'est pas n^cessaire de chasser toute I'eau par TebuUition ; ce liquide 
ne peut pas nuire ulterieurement. 

Supposons maintenant que Ton veuille faire passer dans le vase A le 
melange du blanc et du jaune d'un ccuf. Aprbs avoir fortement agit6 cet 
oeuf pour operer le melange, on passe la coque dans la flamme k alcooU 
et avec une tige de fer rougie au feu on perce la coquille d'un petit trou 
circulaire, dont le diametre soit egal k celui de la canule du trocart. II 
faut eviter de descendre au-dessous de la coque, afin de ne pas atteindre 



(') Ce trocart a 6t^ conslruit par M. Collin. 
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les membranes et les carboniser; puis on introduit Textr^mit^ du tro- 
cart, pass^e dans la flamme ^ alcool et refroidie, dans 1e petit trou qu'on 
vient de percer, de fa^on qu'elle plonge Ic plus possible dans le me- 
lange fluide. On retire ensuite I'aiguille jusqu'au-dessus du robinet r, 
qu'on ferme aussitot, et Ton ouvre le robinet r\ Le melange contenu 
dans Toeuf, pouss^ par la pression atmospberique, s'elfeve lentement dans 
la canule, dans le tube C, et descend dans le vase A» oil il se forme une 
mousse abondante due au d^gagement des gaz dissous. L'ouverture du 
trocart doit toujours baigner dans la matifere pour ^viter une brusque 
rentree de Tair et peut-etre une alteration ulterieure. 

Quand il est passe la quantite voulue du melange, on ferme le ro- 
binet r\ et il ne reste plus qu'a retablir la pression par racers d'un 
air pur, prive de germes actifs. Dans ses experiences sur le sang et 
Turine, M. Pasteur faisait rentrer Tair pur aussit6t apres TebuUition de 
TeaUt et ne conservait dans ses ballons qu'une faible diminution de 
pression. Ici j'ai fait passer les matieres de Toeuf dans un vide presque 
complet, et introduit ensuite Fair pur, parce que le melange est vis- 
queux et passe beaucoup moins facilement que le sang et que Turine 
dans des tubes tres-^troits. 

Pour puriiSer I'air, j'ai mis la pointe efBlee du tube B en relation 
avee un tube fin d'argent, contourn^ en spirale et cbauQe vers t\oo de- 
gr^s {fig. 3). En brisant la pointe, Tair est rentr6 en se d^pouiilant 
de ses germes; la mousse est tomb^e aussitot. 

II reste k separer le vase A de toutes les autres parties de Tappareil. 
On enleveaisementle tube d'argent purificateur; quant au trocart, on le 
d^tache en fermant le tube G en a avec le dard d'un chalumeau. On a 
ainsi un vase dont Tinterieur est en communication constante avec Tair 
atmospherique, par Tintermediaire du tube fm B [fig. 4)- 

Lorsqu'on veut operer avec le blancseul, et le recueillir sansrompre 
le jaune, il faut remarquer que le jaune tend toujours k s'elever le plus 
possible. II convient alors de redresser le trocart et de placer Toeuf 
perce au-dessus. 

Yoici maintenant quelques-unes des experiences que j'ai faites, en 
operant comme je viens de I'indiquer : 

Experiences avec les cenfs brouill^s.Le lo fevrier 1878, j'ai mis des ceufs frais 
h r^tuve, afin de d6terminer T^vaporation d'une pariie de I'eau et la production 
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d'un vide qui permit plus lard de les brouiller ais^meni par I'agitation. Le 14 
et le i5 mars, j'ai agile dix de ces oeufs qui paraissaienl sains au mirage, ei j'ai 
oper6 sur chacun d'eux, comme il a eie dil plus [laui, en me servant de lubes 
ferm^s a une exir6mil6 pour recueillir le melange. L*aspecl el I'odeur indi- 
quaienl des*oeufs sains, mais un peu vieux; I'examen microscopique a monire 
qu'ils ne conlenaienl poinl d'organismes. Les dix lubes onl 6i6 mis k T^tuve. 
Des le 17 mars, le liquide jaune rougeftlre conlenu dans lous les lubes a 
commenc6 a se separer en deux parlies; au fond se soni lassies lenlement des 
granulations d'un jaune p&le; par-dessus 6lail un liquide rouge&lre el transpa- 
rent. La couche iransparente a augmenle lous les jours, et au bout d'un mois 
environ la separation 6lail complete ; rien ne s'esl ali6r6. Cei ^tat de conser- 
vation se mainlienl ind^finiment, car aciuellemenl (novembre 1874) rien n'esi 
change, nl a la limpidite ni k la couleur, dans les lubes qui resienl encore. En 
ouvranl un lube, on constate que I'odeur de la mati^re est celle des oeufs vieux 
ordinaires; comme dans ces derniers, la masse est alcaline, coagulable par la 
chaleur, par I'alcool el par les acides; cuiie, elle a le mdme goQl qu'un oeuf 
r^cemmentbrouille qu'on fail cuire en mSme temps. Au microscope, nul orga* 
nisme n'apparatl, mSme apres I'addilion d'eau. 

Ainsi, dans ces experiences, le melange est reste sain, malgr^ le con- 
tact de Fair, lequel pourtant s'est renouvele sans cesse, par suite des 
variations de temperature et de pression, mais en deposant sur les 
parois du tube efGle tous les germes et particules solides qu'ii pouvait 
contenir. Le volume d'air qui entre ainsi dans un vase est trfes-notable. 
M. Balard a calcule que dans un ballon contenant :ioo centimMres 
cubes d'air, en supposant que la temperature varie de 10 degres de 
la nuit au Jour, il entre approximativement i \ litre d'air dans Tinter- 
valle de sept mois ('). 

Le 3 octobre 18749 j'ai fait I'analyse de Fair contenu dans un tube, 
et J'ai trouv6 : 

Acide carbonique o,5 pour loo. 

Oxygfene 19,8 

Azote 79,7 

Comme on le voit, il reste, meme apr^svingt mois, une quantity d'oxy- 
g^ne presque egale k la proportion de ce gaz contenue normalement 
dans Tair. II s'est form^ un peu d'acide carbonique, ce qui indique 

(*) Eapport sur les experiences relatives a la generation spontanSe. (Comples fundus de 
l^AcadSmie des Sciences^ I. LX, stance du 20 f^yrier i865.) 
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une trfes-16gfere oxydation des mati^res de Tceuf. L'oxydation des ma- 
tiferes oi^aniques au contact de I'air pur a M remarqu6e depuis 
longtemps par M. Pasteur, qui a constate qu*elle yarie d'intensite 
avec la nature de ces matieres, qu'elle est plus forte pour le lait, par 
exemple, que pour Turine ou Teau de levure sucr^e (^). 

Afin de renouveler Tair d'une fagon plus complete que par les varia- 
tions de pression, j'ai adapts k la pointe efQIee G {fig. 5) un sys- 
t^me aspirateur forme d'un ballon muni de robinets, dans lequel on 
peut faire un vide partiel k Taide d'une pompe k main, et j'ai fait 
communiquer le tube B avec un tube fin d'argent chauffe par une 
lampe k alcool. Le vase contenant la matiere en experience ^tait plac6 
dans un bain-marie, k une temperature de ^5 degr^s environ. La 
rentr^e de Tair 6tait reglee k Taide d'un petit flacon laveur F et du 
robinet r du ballon. Les tubes en caoutchouc reliant entre elles les 
difierentes parties de Tappareil avaient ^te port^s k i oo degr^s dans 
Teau bouillante; enfin les extremit^s du tube d'argent ^taient refroi- 
dies dans de petits godets pleins d*eau, pour ^viter de fondre le caout- 
chouc. 

J*ai maintenu dans ces conditions, pendant plus d'un mois, un tube 
contenant le melange inalt^rS du blanc et du jaune d'oeuf, en faisant 
circuler de Tair tous les deux jours. La matiere ne s'est pas modifi^e : 
elle est rest6e aussi saine qu'au debut de rexp6rience. La presence de 
Tair, et m^me d'un air constamment renouvel^, ne sufQt done pas 
pour determiner la decomposition des mati^res animales les plus alte- 
rables. 

Cependant le melange conserve k Tair pur n'a point perdu son 
aptitude k subir la putrefaction. J'ai pris, par exemple, le 5 juin, avec 
un fil de platine chauffe, quelques organismes k la surface du plancher 
de la chambre k air d'un oeuf pourri, et j'ai laisse tomber ce fil de 
platine dans Tun des tubes. Le lo juin, la couche limpide s'etait 
troubiee k la surface, par suite de la multiplication des bacteries ; le 
trouble s*est etendu les jours suivants k toute la masse, et au bout d'un 
mois celle-ci avait une teinte livide et exhalait une forte odeur 
putride; au microscope, abondance de bacteries et de vibrions. 

^ ^ ^ ^^ ■.■n.wui _i , ■ _ __■_ ■■ ■ ■ ■ " — 

(* ) Pasteur, Comptes rendus de VAcadimie des Sciences, t. LVI, stance du ao avril i863. 
J/malei de Vicolc NornuUe» 2« S^rie. Tome IV. 32 
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s"" Experience avec le blanc seal. — Le 17 et le 18 mars, j'ai traite dix CBUfs 
de poule frais, comme il a iie dit plus haul pour le blanc. Les tubes de prise 
ont ete mis a la temperature moyenne de 25 degr6s. Le liquide est reste par- 
faitement limpide dans tous les tubes, tandis que dans un tube t^moin, pre- 
pare sans precaution, il s'est developp6 des bacteries et des moislssures. Le 
blanc conserv6 n'a point perdu son aiterabilite, car il a sufD de laisser tomber 
dans Tun des tubes de rexp6rience quelques organismes proyenant d'un CBuf 
pourri pour que cinq jours apres, comme avec les oeufs brouill^s, la limpi- 
dity ait disparu, et que Talteration ait 6i6 gen^rale avec d^veloppemenl de 
petits infusoires. 

L'analyse de Fair contenu dans un lube a donne : 

Acide carbonique 0,6 

Oxyg^ne 18, 5 

Azote 80,9 

100,0 

Le blanc seal n'est done point plus oxydable que le melange du 
blanc et du jaune. 

Dans les experiences precedentes, les tubes prepares avec soin sobt 
tous restes sains. On pourrait se demander la cause de ce fait, sachant 
par les observations anterieures que la proportion des oeiifs qui s*al- 
terent est tres-variable, et surtout en admettant que les germes d' orga- 
nismes preexistent dans les oeufs susceptibles de s'alterer. II semble 
qu'un certain norobre de preparations auraient du donner une alteration 
quelconque. Nous reroarquerons d'abord que les melanges de blanc 
et de jaune provenaient d'oeufs restes sains pendant plus d'un mois* 
a 25 degres, et dans lesquelsi par consequent, il ne devait pas exis- 
ter d'organismes 9 car, sans cela» ils eussent ele gat^s depuis plu- 
sieurs jours. Quant aux blancs, ils venaient, il est vrai, d'oeufe fraU; 
mais, comme les organismes renfermes dans Toeuf, au moment de la 
ponte, sont rares et deposes vraisemblablement daps r^paisseur des 
membranes ou dans le blanc tout pres d'elles, on conQoit qu'une priae 
faite sur une partie seulement du contenu, en attaquant un seul point 
de la membrane, se conserve tres-bien, tandis que toute la masse de 
Tocuf, maintenue au contact de tous les points de la membrane, se serait 
alteree en peu de temps. Dans ce genre d'experiences, la proportion des 
oeufs gates doit dooc diminuer; car, pour obtenir Talteration, il faut 
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avoir la chance de recaeillir, en mdme temps que les mati^res de roeuf, 
un ou plusieurs des germes qu*il porte ea lui-mfime. Ce sera facile si 
Toeuf est dejk en voie d*aIt6ration; ce sera tres-rare s'il est encore 
frais. 

II importe peu d*ailleurs qu'il se soit trouve, ou non, des tubes 
alt^res; ce que je youlais prouver, ce n*est pas que les oeufs se cor- 
rompenty mais bien qu'il y a des oeufs brouilles qui ne se corrompent 
pas. 

La methode experimentale qui vient d'etre d^crite^etdont leprincipe 
a 6te si heureusement imagine par M. Pasteur, presente I'avantage 
considerable de pouvoir faire passer dans un recipient convenablement 
prepare, et d'exposer au contact de Fair pur, un liquide organique 
quelconque, dans Vital mime oil iX se troupe, c'est-a-dire avec tons les 
^l^ments figures, cellules ou proto-organismes qu'il peut contenir, sans 
qu'il ait subi Taction d'une temperature 61evee. C*est le seul precede 
qui permette de detruire et d' Eloigner les germes atmospheriques, dont 
le developpement troublerait celui des germes normalement renfermes 
dans ce liquide. De la sorte, toute transformation capable de se mani- 
fester dans les materiaux recueillis, en presence de I'air, ou mieux de 
I'oxygfene, s'accomplit ais6ment k I'exclusion de toute autre, Ce proc6de 
est bien superieur, par exemple, k celui que M. Bechamp voudrait lui 
substituer, et qui consiste a soumettre la liqueur a conserver a Taction 
d'une dose non coagulante de creosote ou d'acide phenique. L'intro- 
duction de produits antiseptiques ne peut que troubler les reactions 
naturelles, soit qu'ils interviennent directement dans ces reactions, soit 
qu'ils empechent a la fois la naissance et Tevolution des ferments dc 
Tatmosphere et de ceux qui preexistent dans les liquides (*). 



( ') Dans la Note que j'ai d^j^ cit^e, du 8 geptembre 1878, M. Bechamp oppose de nouveau 
sa methode k celle de M. Pasteur. « II est done d^montr^, dit-il, que la nouvelle m^tbode 
emp^che les fermentations , parce qu'elte s'oppose k la naissance des ferments organises par 
les germes atmospheriques. La methode de M. Pasteur emp^che les mSmes manifestations, 
parce qu*elle tue les germes ou s'oppose k leur arriv6e dans le milieu fermentescible. » 
(Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. LXXVH, p. 616.) De I'avis mfime de 
M. fi^hamp, cette derni^re a done sur Tautre le double avantage de tuer, non simplement 
de paralyser les ferments figure et de n'introduire rien d'^tranger dans les liqueurs fermcn- 
tescibles. 

32. 
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2. Putrefaction dans des (Bufs d'oiseaux autres que ceux delapoule. 
— Gette etude a completemeot confirm^ les resultats qu'avaient donnas 
les oeufs de poule. 

OEufs de dinde. — Le 1 7 Janvier, mis a T^tuve dans un cristallisoir dix oeufs 
de dinde brouilles et douze non brouilles. Les derniers oeufs examines Font 
et^ le 7 mars. Void le resultat : 

OEufs brouilUs. 

Pourris 6 

Non pourris 4 

Total 10 

OEufs non brouilles. 

Pourris 9 

Non pourris . . 3 

Total 12 

Tous les oeufs pourris presentent des organismes en nombre variable; ce 
sont surtout des bacteries tr^s-petites, tr&s-p§les et tres-mobiles, que j'aid^ji 
signalees. Tous les oeufs non pourris sont sans organismes. 

OEufs de cane. — i** Experience du 28 d^cembre 1872. 

OEufs brouilUs. 

Pourris i 

Non pourris 6 

Total 7 

OEufs non brouilUs. 

Pourris 3 

Non pourris 5 

Total 8 

2*» Experience du 26 avril 1873. 

OEufs non brouilles. 

Pourris 18 

• Non pourris 18 

Tola! 36 
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Les (Bufs de cane ont la coque plus ^paisse que les csufs de poule ; le jaune 
est enferme dans una membrane resistante qui se rompt difficilemenl par 
ragltation et qui empSche le melange intime du bianc et du jaune. 

OEufs de pigeon. — Ces oeufs se sont comporl6s comme ceux de poule et 
comme les precedents. 

OEufs d*autruche.'—Y9\ d6ja ditque> lorsqu'ils pourrissent, lis contiennent 
des vibrions tr^s-nets. 

Ainsiy quel que soil le volume, qaelles que soient la densite et T^pais- 
seur de la coque, le r6sultat est general. 

3. Influence de Veau introduite a travers la coquiUe. — Dans quel- 
ques-unes de ses experiences, M. Donne a fait p^nelrer de I'eau dans 
des oeufs et a constate que, dans tous les cas, la putrefaction se d^cla- 
rait rapidement, sans que la mati^re decomposee offrit la moindre 
trace d'etres organises du regne vegetal ou du r^gne animal. 

Rien n'est plus facile que de faire entrer de Teau a travers la co- 
quille. Pour cela, on place les oeufs dans un vase plein d'eau, sous la 
cloche de la machine pneumatique; en faisant le vide, les gaz de Tinte- 
rieur se degagent par une multitude de points. Quand le degagement a 
ces86, on r^tablit la pression en laissant rentrer Tair exterieur sous la 
cloche, et ainsi Teau chassee par I'exces de pression s'introduit par 
tous les pores. Cast une experience classique connue depuis long- 
temps. 

La qqantite d'eau qui entre dans un oeuf augmente avec I'age de 
Toeuf, c'est-k-dire avec la capacite de sa chambre a air. Cela est etabli 
par les pesees suivantes : 

I® OEufs frais pondus depuis deux et trois jours : 

1 

2 

3.. 

4 

5 

6 



Poids sans eau. 


Folds avec eau. 


Au^entation 


63, o6 


63,96 


0,90 


63,56 


63,95 


0,39 


63,47 


64,58 


I,H 


63,20 


63,74 


0,54 


58,97 


59,55 


0,58 


56,68 


57,23 


0,55 
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a* OEufs Yieux conserves k lo degr6s pendant un mots : 

N^ Poids stns eau. Poids ttyet etu. Au^entation. 

»r »' »r 

1 60,95 62,18 1,23 

2 60,93 62,54 I 961 

3 59,03 60, 63 iy6o 

4 59,22 (S'esl bris6) » 

5 51,59 52,87 1,28 

6 49 f 76 So , 35 o , S9 

3"" OEufs vieux conserves h 20 degres pendant un mois et demi : 

H^ Poids tans eau. Poidt ATee ean. AnfnMntatioti. 

tr fr • fr 

1 46i5o 52, 5i 6,01 

2 49*09 56,49 7,40 

3 48,00 5i,99 3,99 

* 52,16 58,87 6,71 

5 4o>32 46|4^ 6, It 

6 36, 61 37,90 1,29 

On voit rinfluence de T&ge. Pour des oeufs de m£me ftge, places dans 
les mSmes conditions, le poids d'eau qui pen^tre k travers la coque 
varie beaucoup. Ces variations, qui n'ont rien de commun avec le vo- 
lume, tiennent sans doute a la difference de permeabilite des coquilles. 

Les oeufs brouill^s absorbent moins d'eau que les oeufs non brouillds. 
Yoici quelques pes^es comparatives : 

OEufs brouillis conserves a I'^tuve depuis le i3 f^vrier et agit^s le 24 mars : 

fi^* Poids sans cau. Poids avec eau. Augmentation. 

ff irr fr 

1 53,95 S4943 O948 

2 48,84 5o,5o 1,66 

3 47)^ 47982 0,22 

4-.. . ... 4^980 4^989 ^9^ 

5 37,10 37,13 o,o3 

G 38, 16 38,38 0,22 



Poids MDt mh. 


Poids avec e*u. 


Augmentation, 


39,62 


4^97 


5,35 


52,18 


56,3a 


4, "4 


5i,84 


60, 3o 


8,46 


51,17 


58,71 


7.54 


58,83 


63,64 


4,81 


43,17 


47.97 


4,80 
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QEuffl non brouilUs conserves* comme les prec6dents, depuis le i3 MYrier 
et mis en experience le 25 mars : 

1 

8 

3 

4 

5 

6 

Ainsi Tauginentation de poids est considerable avec les oeufs non 
brouilUsy et tr^s-faible avec les oeufs agit^s et brouill^s; elle est tou- 
jours trfes-variable pour une mSme s^rie (*). 

Avec les oeufs non brouill^s, on pent avoir des differences nulles et 
m6me des pertes de poids. Par exemple, avec des oeufs conserves k 
retuve depuis le 8 fevrier, et brouilies le ^a mars, j'ai obtenu le re- 
sultat suivant : 

Bi<^ Poidi Bftnt. Poids aprte. AogmratatioD. 

1 54*45 58*56 -♦- f,n 

2 5iy24 5iy33 +0,09 

3 58yo5 58,05 0,00 

4 44»'8 44745 -*- 0,27 

5 4o>8i 4^>7' — 0,10 

6 37,86, 37,98 -4- o,ia 

Dans cette experience, un peu d'albumine avait traverse la coque et 



(' ) lit chambre a air ae reduit rarement k ziro ; jamais elle ne coDtient de liquide, bien 
que les pores par od p^n^tre Teau existent sur toute Petendue de la coque, aussi bien en 
regard de la chambre k air que sur les autres parties. Cela s'explique par le grand pouToir 
andosmotique des membranes de Tceuf qui fait p^n^trer dans le blanc, k travers le ptanoher 
de la chambre k air, toute Teau primitivement contenue dans cette chambre. Onjpeut le ve- 
rifier directement. 

J'ai montre que le pouvoir endosmotique des membranes de I'cBuf est considerable de la 
torfrtce exterieure k la surface interieure et presque nul en smis inverse. ( Voir aux Comptes 
rendm dc I'Jcademk des Sciences, seance du a3 mars i974*) 
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flottait dans Teau ou plongeaient les oeufs : ainsi s'expliquent les diffg- 
rences negatives ou nulles. 

La quantite d'albumine qui sort au moment oil Ton fait le vide est 
trop faible pour rendre compte de la faQon differente dont se compor- 
tent les oeufs brouilles et les oeufs non brouilles. II est probable que 
I'air dissous par Tagitation dans les premiers, et retenu dans des bulles 
a parois visqueuses, a de la peine a se degager dans le vide, qu'il pro- 
voque par sa dilatation une augmentation du volume des bulles, et presse 
le contenu contre les parois de la coque, assez mSme pour en faire 
sortir. Les pores, ainsi embarrasses et k moitie ferm^s, ne laissent plus 
passer facilement Teau exlerieure lorsqu'on retablit la pression atmo- 
spherique. La pression interieure ay ant aussi moins diminuS que dans 
un oeuf intact, I'eau se trouve, pour cette nouvelle cause, pouss^e moins 
fortement, et penetre«n quantite plus faible que dans un oeuf non agil£. 
On observe d'ailleurs que dans le vide le degagement gazeox est toojoors 
beaucoup plus abondant avec les oeufs non agites qu'avec les autres. 

J'ai fait avec Teau un trbs-grand nombre d'experiences. J'ai trouvi, 
comme M. Donne, que la facilite avec laquelle s'alt^rent les oeufs ainsi 
prepares est extreme, et que, gen^ralement apr^s quinze jours de si- 
jour k Tetuve, la putrefaction, quand elle se diclarait, etait complete; 
mais, contrairement aux observations de ce savant, j'ai toujours trouvi 
des organismes, bacteries ou vibrions, a Tinterieur des oeufs pourris 
dans ces conditions. 

S'il est rare, dans ces experiences, de ne pas avoir la putrefaction, on 
pent cependant, en prenant les precautions convenables, introduire de 
I'eau dans les oeufs sans qu^elle se produise. D'ou peuvent venir, en 
effet, les organismes qui dans ce cas provoquent la putrifaction? lis 
peuvent exister dans I'interieur de Toeuf ou etre amenes de Textirieur 
par Teau qui penetre a travers la coque. La premiere origine explique 
la putrefaction des oeufs ordin aires; la seconde prend ici une impor- 
tance considerable, car Teau avec laquelle on opere, le vase qui la con- 
tient et surlout la surface des oeufs, sont des sources extrSmement 
abondantes d'etres microscopiques. Si done on opbre sans pricaotions, 
toutes ces causes d'alterations s'ajouteront k celles qui sont naturelle- 
ment dans I'oeuf, et Ton attribuera a Teau seule les modifications dues 
exclusivement aux organismes qu'elle apportait avec elle. Que Ton 
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prenne au contraire le soin de chauffer pr^alablement le vase, de faire 
bouillir Teau, de passer rapidement les oeufs dans la flamme k alcool, 
et Ton eliminera la plus grande partie et quelquefois la totality des 
causes exterieures dont nous venous de parler. II ne restera que les 
causes int^rieures, celles qui agissent seules dans les conditions ordi- 
naires de la putrefaction. En operant ainsi, on pent obtenir des oeufs 
qui ne s'alterent point. Je citerai les experiences suivantes : 

* I* Le ag roars, je Tais p^netrer de Teau de levAre bouillie dans six oeufs un 
peu vieux. Malgr^ cet 6l6ment nouveau, si facilement alterable , je trouve 
que» rodme apres un mois et demi de s^jour k r^tuve, deux de ces ceufs sont 
rest^s sans organismes et sans putrefaction, tandis que les quatre autres se 
sont pourris rapidement avec production d'organismes nombreux. 

2® Le 29 juin, je fais pen^trer de Teau distillee bouillie dans quatre oeufs 
frais et je les abandonne a la temperature ambiante de V6t6, Un mois et demi 
apr^, je trouve trois ceufs parfaitement sains; le quatrieme est compl^tement 
pourri avec organismes nombreux mobiles et immobiles. 

3* Experience avec l*eau distillee bouillie et six oeufs frais. Un mois apres, 
aucun de ces oeufs ne s'est gdte. Cependant ils avaient bien absorb^ de Teau, 
car dans quatre oeufs, frais aussi, places dans les mdmes conditions, il est 
entre une moyenne de i*%34 d'eau par oeuf. 

4^ Autre experience avec six oeufs vieux, mais apres avoir fait bouillir Teau 
distiliee sous pression a la temperature de io5 degres. Un moisapr^s, tous ces 
oeufs sont sains, malgre la grande quantite d'eau qu'ils avaient absorbed. 

Je pourrais encore multiplier les exemples; mais ceux-la sufiisent 
pour montrer que Ton pent faire entrer de I'eau dans des oeufs sans 
qu'ils se putrefient, que I'eau soil pure ou riche en elements nutritifs, 
que les oeufs soient vieux ou jeunes, que la temperature k laquelle on 
les expose soit celle d*une etuve ou celle de Tete; on voit seulement 
que plus on prend de precautions pour eloigner les germes de la sur- 
face etde I'eau employee, plus on ecarte les causes d'alteration. 

4. Putrifaction dans quelques gaz diffirents de Vair. — La putre- 
faction est generalement attribuee ^ I'influence de I'air. Les oeufs que 
j'ai obtenus pourris sous le mercure, et dans lesquels la petite quan- 
tite d'oxyg^ne de la chambre k air a ete rapidement absorbee, out 
montre que cet element gazeux n'est point necessaire, du moins dans 
la plus grande partie du phenom^ne. 

II parait etre inutile memo au debut, car j'ai eu des oeufs pourris dans 

jinnaiet de I'tcoU NormaU. %• S^rie. Tome IV. 33 
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des conditions oil il n*existait point du tout d'oxyg^ne. Ainsi un oeuf 
de poule a ete renferme dans un gros tube de yerre muni d*un tube 
abducteur. Avec la machine pneumatique k mercure, le vide complet a 
ete fait et maintenu pendant quelques jours; puis on a rempli Tappa- 
reil avec de I'hydrogene pur.Le tube, ferme k la lampe et d^tacb^ de 
la machinOf a ^te conserve a Tetuve pendant plusieurs mois. L'oeuf 
s'est pourri* et le gaz interieur, dont la pression avait augmente, conte- 
nait, outre I'hydrogene^ de Thydrogene sulfure et de Tacide carbo- 
niquot avec des traces d'azote. Dans cette experience, tout le gaz con- 
tenu dans la chambre a air, et meme celui qui pouvait Stre dissous dans 
le blanc, avait ete enleve par le- vide (*). 

L'experience, r6pet6e sans introduire de I'hydrogfene, a donn^ le 
mSme resultat. 

Yoici roaintenant ce que j'ai obtenu k la pression ordinaire, avec 
rhydrogene et Tacide carbonique, comparativement avec Tair : 

Le 17 d^cembre 1872, j'ai p]ac6 respectivement sous trois cloches tubu- 
lees, exactement appliquees sur un disque de verre depoli, six oeufs brouil- 
16s et six oeufs non brouilles. Dans la premiere cloche, j'ai fait passer a plu- 
sieurs reprises un courant d*hydrogene ; dans la seconde, de Tacide carbonique, 
et dans la troisi^me de Fair ordinaire. La temperature 6tait de 25 degr^s en- 
viron (»). 

Les oeufs ont 6i6 examines a diverses 6poques, les demiers en avril et 
mai 1873 : 

Air. 

Non agitdfl. Agit^t. 

a. Sain; pas d'organisroes. a. Pas putrtde; pas de bact^ries; 

moisissures. 
6. Id. Id. (3. Pas putride; pas de bact^ries; 

moisissures. 
c. Id. Id. y. Sain; pas d'organismes. 



(') Lorsqu'on maintient des oeufs entiers, frais et sains, dans le vide produit par la 
pompe k mercure, on obtient un d^gagement continu de gaz, oii domine Tacide carbonique. 
Ge phtoom^ne, dont je poursuis T^tude, a peut-6tre quelque analogie avec les faits obaervfe 
par BfM. N. Gr^hant et E. Modrzejewski sur le sang et le blanc d'ceuf. ( Comptes rendus de 
rAcadSmie des Sciences ^ s^nce du 27 juillet 1874.) 

(') D^ ]e 23 d^cembre, les ceufs plac^ dans Tatmosph^re d'hydrog^ne dtaient reconverts 
de petites taches blanches circulaires, d'un aspect pulverulent, et de houppes blanches de 
moisissures. Rien de semblable dans Tacide carbonique ni dans I'air. 
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Non agitte. 




Agitte. 


d. 


Sain; pas d'organismes. 




i. Sain ; pas d'organismes. 


e. 


Id. Id. 




e. Putride; vibrions. 


/• 


Id. Id. 




(. Pas putride; pas de bactMes; 
moisissures. 






Acide carbonique. 




Hon agit^. 




Agit&. 


a'. 


Pulride ; vibrions. 




a'. Pulride; vibrions. 


6'. 


Bain; pas d'organismes. 




P'. Id. Id. 


d. 


Putride; vibrions. 




/. Id. Id. 


d'. 


Sain; pas d'organismes. 




6': Id. Id. 


e'. 


Id. Id. 




e'. Id. Id. 


f- 


Putride ; Yibrions. 




S'. Id. Id. 






Ujrdrogine. 




Non agitdfl. 




Agil^. 


a'. 


Putride; vibrions; moisissures. 


a". Putride; vibrions. 


b'. 


Putride; vibrions. 




(3^ Id. Id. 


if. 


Id. Id. 




y^ Id. • Id. 


dr. 


Id. Id. 




3". Id. Id. 


e". 


Id. Id. 




e"". Putride; vibrions; moisiss. (*). 


/'. 


Id. Id. 




?". Putride; vibrions. 



On voit done que dans Thydrogfene et I'acide carbonique, c'est-k-dire 
dans des gaz qui ne renferment pas d'oxygfene, des oeufs, agit^s ou non, 
pourrissent aussi bien que dans I'air. II semble m^me qu'ils y pour- 
rissent plus facilement. Dans tons les oeufs sains, je n'ai point rencon- 
tre d'organismes microscopiques; dans tons les oeufs pourris, au 
contraire, j'ai vu de petits infusoires de la nature des vibrions. 

L'odeur qui se degage des oeufs pourris dans Thydrog^ne et dans 
Tacide carbonique rappelle celle de tous les oeufs pourris sans air. 

La reaction est alcaline dans I'acide carbonique et dans Thydrogfene, 
tandis qu'elle est legbrement acide dans Tair. 

Les r6sultats precedents difli^rent de ceux que M. Crace-Calvert a pu- 
blics dans les Comptes rendus de V Academic des Sciences (*). L'auteur a 



(') On remarquera que les moisissures de la surface n'ont p^n^tr6 que dans deux oduis. 
(») T. LXXVU, p. 1024; 1873. 

33. 
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Irouve en effet, en cherchant rinfluence qu'exercent certains gaz suir 
la conservation das ceufs, que dans I'hydrogene les oeufs , entiers ou 
percesy tout en se recouvrant d'un leger duvet de moisissures, restent 
sains et que, dans Tacide carbonique, ils n'offrent meme pas de moi- 
sissures. II est possible que la contradiction que je signale soil due 
k la difference des temperatures auxquelles les experiences ont H& 
faites. M. Crace-Calvert, preoccupe seulement de conserver les oeufs, 
avait du les laisser a la temperature ordinaire, tandis que dans mes 
essais je les ai toujours places k la temperature moyenne de ^5 degrSs. 

5. De la putrefaction dans les cau/s non ficondis. — 11 m'a semble 
interessant de rechercher si le degre d'alterabilite des ceufs depend en 
quelque chose de leur fecondation. J'y ai d'ailleurs ete conduit par la 
divergence que j'ai remarquee dans les observations de Reaumur et 
quelques experiences de MM. Prevost et Dumas. 

Ainsi Reaumur s'exprime en deux endroits de la fa^on la plus dilSTS- 
rente. On lit en effet, dans ses Mdmoires pour servir a Vhistoire des In- 
sectes : c Dans Tair qui n'a que le degre de chaleur que nous appelons 
du froidi Tceuf se conserve sain pendant un temps assez long; Tceuf se 
corrompt s'il est dans un air chaud, et se corrompt d'autant plus vite 
que la chaleur de I'air est plus considerable; et cela pourtant seulement 
jusqu'k ce que la chaleur qui agit sur I'ceuf soit k un certain degre; 
si elle passe ce degre, elle produit le developpementet I'accroissement 
du poulet. Alors Toeuf ne se corrompt point; si la m^me chaleur agis- 
sait sur un oeuf qui ne fut pas feconde, elle le ferait corrompre tr^s- 
vite(*). . 

On lit, au contraire, dans son Art defaire eclore et d^ikver en iouie 
saison des oiseaux domestiques : c Quand les oeufs n'ont point de germe, 
ils ne sont point sujets a se corrompre (^). » Reaumur revient plus 
tard sur le meme sujet et cite par exemple I'exp^rience suivante : c J'ai 
tenu, dit-il, quatre poules sans coq dans une grande cage ou rien d'ail- 
leurs ne leur manquait ; elles y ont pondu. J'ai fait couver les premiers 
oeufs qu'elles m'ont donnes; pendant quelques semaines, des poulets en 



(•) T.U,p. 44. 
(») T. I, p. a5i. 
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sont eclos et ont peri dans la coquille. Enfin est venu un temps oil les 
oeufs qui avaient ete fecond^s avant que les poules eussent ele renfer- 
mees dans la cage ont ete epuises ; tons ceux qu'elles ont pondus dans 
la suite sont restes clairs dans le four ou ils ont ete couv^s; il ne s'y 
est point forme de poulets et ils ne s'y sont point corrompus; ils sont 
testes sains, quoiqu'ils aient ete environnes d'un air chaud, k ce degr^ 
qui fait eclore les poulets, pendant plus de trente, et quelquefois pen- 
dant quarante k cinquante jours (*). > 

Et comme consequence, Reaumur propose un moyen nouveau de 
conserver les oeufs : c Pour avoir des oeufs qui se conserveraient depuis 
le printemps jusqu'au milieu ou jusqu'a la fin de I'hiver, il ne faudrait 
done que priver les poules de tout commerce avec les coqs. > 

MM. Prevost et Dumas, tout en remarquant que les oeufs non fecondes 
peuvent supporter c Tincubation ordinaire sans manifester de symp- 
tomes de putrefaction appreciates >, citent cependant une experience 
oil trois oeufs steriles sur douze ont exhale une tres-grande puanteur 
pendant la dur^e d'une incubation, c'est-a-dire au moins pendant trois 
semaines. c 11 n'en est pas de meme, disent-ils, si Ton continue, et vers 
le trentieme ou quarantifeme jour ils exhalent tons une odeur infecte, 
qui se perQoit ais^ment, m^me k travers la coquille (^). * 

Mes experiences ont ete faites k 25 degres, temperature a laquelle 
la putrefaction dans les oeufs ordinaires s'est maintes fois declaree : 

I*' Je me suis procure une poule jeune, qui n'avait jamais pondu, et je Tai 
tenue privee de coq. Elle m'a donn^^ en deux p^riodes, vingt-deux oeufs que 
j'ai num6roteset misau frais, c'est-a-direa lo degr6s environ, a mesurequ'ils 
etaient pondus, jusqu'ii ce que j'eusse recueilli le dernier. 

Le 10 avril, tous les oeufs ont 6te mis a I'^tuve. Le 1 1 juin, deux mois apr^s, 
ils sont tous transparents au mirage et paraissent conserves; je les agite, je 
les brouille, et ils restent encore plusieurs mois a Tetuve sans ^prouver de 
putrefaction. 

2® L' experience suivante a ete faite avec des oeufs pondus par des poules 
differentes, qui ont ete privees de coq, a partir du jour oil le premier oeuf a 
ete recueilli. J'ai mis trente-deux de ces oeufs a retuve, et quelques jours 



.(')T.U,p.289. 

(') Annates des Sciences luUurelles, i" serie, t. IV, p. 5o. 
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apres j'en ai agii6 el brouille la moiti6. Void le resultat obtenu apres trois 
mois: 

GEuts OEufs 

6tat des oeufs. brouillds. non brouill^. 

AU6p6s 5 3 

Non alt^r^s 1 1 i3 

Totaux i6 i6 

Inutile d'ajouter que les (Bufs alt^r^s contenaient un tr^s-grand nombre 
d'organismes microscopiques. 

On sail qu'une poule pent donner six k huit oeufs feconds apt^s son 
dernier accouplement avec un coq; il serait done possible qu'une 
grande partie des oeufs gates dans cette derni^re experience, et peut- 
etre ceux qui se sent pourris dans les experiences de MM. Prevost et 
Dumas, fussent des oeufs de cette sorte ; le resultat obtenu avec les oeufs 
v^ritablement st^riles de la premiere experience semblerait confirmer 
cette hypothbse. 

Rien ne prouve cependant que, parmiles oeufs all^r^s, il n'y avait pas 
aussi des oeufs non fecondes ; car le fait seul de I'absence de germes ne 
sufBt point, comme le pensait Reaumur, pour emp^cher Talt^ration 
des oeufs clairs. En effet, si Ton ouvre un de ces oeufs k I'air ordinaire 
ou si Ton y fait pen6trer des organismes, il manifesto bientdt tous les 
caractbres d'une putrefaction veritable, avec- developpement de nom- 
breux vibrioniens. 

Les oeufs non fecondes paraissent toutefois resistor plus longtemps 
que les autres k la putrefaction ; mais il faut en chercher la cause dans 
Tabsence d'organismes, soit dansleurs masses, soit a la surface de leurs 
membranes. J'essayerai plus loin d'en rendre compte. 

6. Alterations des emhryons de poulets marts dans leurs coques. — 
J'ai recherche quelles alterations les embryons de poulets morts dans 
leurs coques pouvaient eprouver, et si, dans le casde la putrefaction, 
ils etaient le siege du developpement d*organismes microscopiques. 
J'ai deja dit que M. Donn^ etait arrive, pour ce cas particulier, a un re- 
sultat general rappelant celui qu'il avait observe avec les oeufs ordi- 
naires non soumis a Tincubation, a savoir que les embryons morts ne 
tardaient pas a presenter les caractferes de la putrefaction, mais 



I" 




1... 


Examine le 3i mars. 


2... 


Examine leai mat. 


O • • • 


Id. 


4... 


Id. 


S. • . 


Id. 
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que jamais il ne s*y trouvait le moindre Stre organise. Cependant 
MM. B^champ et Estor, recberchant ud peu plus tard le role des micro- 
zymas dans le developpement du poulet, ont observe des bacteries dans 
les organes et dans les membres d'un embryon mort. 

Le a5 mars 1873, j'ai mis onze ceufs a rincubation dans une etuve dont la 
temperature moyenne est rest^e dc 38 degr^s; les oeufs ^taient deposes dans 
une cuvette plate en porcelaine. Les cinq premiers ont 6te retires au bout de 
six jours, les autres au bout de dix jours. Par une simple exposition i la tem- 
perature ordinaire, les embryons sont morts dans leurs coques; je les ai en- 
suite places dans une autre ^tuve dont la temperature moyenne etait de 
a5 degres. 

OEufs retires aprks six jours d* incubation, 

Embryon bien developpe. 

Clair; pas d'embryon; non alt6re. 
Id. Id. Id. 

Embryon bien developp^; pas de putrefaction. 

Embryon bien developpe ; putrefaction decla* 
ree ; organismes sur le plancber de la chambre 
a air» entre la coque etla membrane, dans la 

. masse de Tembryon. 

OEufs retires aprhs dix jours d* incubation. 

6. . . Examine le 4 avril. Embryon bien developpe. 

7. . . Examine le 22 mai. Clair; pas d'embryon; non altere. 

8. . . Id. Embryon mai developpe* adherent i la coque, 

entoure de petits mamelons blancs cristal- 

Hns; point putride ; pas d'organismes. 
9. . . Id. Embryon bien developpe, flasque, se dechire 

facilement; cristaux ; pas de putrefaction ; pas 

d'organismes. 
10. . . Id. Comme le numero 9. 

11. . . Id. Comme le numero 9. 

Ces trois derniers sont surtout caracterises par une odeur fade, mais 
non putride ; par Tabsence d*organismes dans les differentes parties des 
membranes et des tissus; par la grande flaccidite du petit embryon, sa 
faible resistance a la traction ; par une multitude d'aiguilles isoiees ou 
formant des mamelons blancs dans les divers organes : coeur, poumon. 
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foie, intestin, masse cerebrate; enfin par la disparition des globules 
sanguiDS et une coloration plus brune que dans les embryons de six 
jours. 

Les embryons n^ i et 6, mis dans Teau, n'ont pas tarde a se putrefier 
en degageant une odeur repoussante, avec production de nombreux 
batonnets tres-agiles. 

Dans d'autres experiences, j'ai fait p^rir Tembryon apr^s quinze et 
vingt jours d'incubation, et j*ai obtenu les mSmes resultats : quelques 
oeufs dans lesquels I'embryon 6tait en pleine putrefaction, avec baton- 
nets mobiles; les autres, dans lesquels Tembryon, pas le rooins du 
monde putride, pr^sentait une alteration speciale, caract^ris^e tou jours 
par Tabsence d*organismes, par une odeur fade, des cristaux, etc., 
comme plus baut; seulement, dans ce cas, les tissus etaient beaucoup 
plus fences, its avaient pris une teinte rouge brun, et les cadavres 
etaient comme injectes par une s^rosite sanguinolente. 

La flaccidite va en diminuant quand Tage de I'embryon mort aug- 
ments ou, du moins, il faut plus longtemps k un embryon de vingt jours 
pour presenter completement ce caractfere qu'a un embryon dedix jours, 
et surtout de six jours. EUe etait assez considerable avec ces derniers 
pour qu'en suspendant le petit poulet par une patte le reste du corps 
se detachat de lui-meme. 

La difference pr^cedente pent tenir k plusieurs causes. La formation 
des tissus et des os est beaucoup moins avanc^e dans un jeune embryon, 
etla resistance de ces elements est moindre; en outre, le petit poulet 
baigne encore dans une coucbe epaisse de blanc, dont Thumidite est 
sans doute favorable aux reactions chimiques qui am^nent sa desorgani- 
sation; enfin, Tincubation ayant dure moins longtemps, la quantite 
d'bumidite disparue par evaporation est plus faible. 

Ainsi les differents elements du poulet sent, comme ceux de Toeuf, 
absolument imputrescibles, tant que des bacteries ou des vibrions, 
pour le developpement desquels ils constituent un milieu eminemment 
favorable, n'ont pu y prendre naissance, par I'apport soit de leurs 
germes, soit d'individus tout formes. Cependant le poulet mort subit 
des modifications profondes, dont I'effet est surtout de desagreger les 
globules sanguins, de ramollir les tissus et de produire de nombreux 
cristaux. Cette alteration est sans doute de memo ordre que celles que 
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plttsieurs auteurs, Reaumur (*), M. Panceri (')» et plus r^cemment 
M. Ch. Riviere ('), ont signal6es dans leurs ecrits. 

Ces faits rappellent ceux que Ton observe chez les Mammifbres, 
lorsque le foetus meurt dans le sein de la mere et y reste plusieurs jours 
ou plusieurs mois avant son expulsion. 

On saity en effet» que le foetus mort qui sejourne dans la cavit6 ute- 
rine pent y subir trois modifications principales : la macdraUon^ la 
mom^ication, la putrifaction ( ^ ) . 

Suivant les auteurs, les deux premiers 6tats s'observent lorsque le 
foetus est mort dans les premiers mois de la grossesse ; le troisibme ne 
se rencontre que dans les derniers mois, et seulement lorsque, par une 
cause quelconque, la cavite uterine a ete mise en communication avec 
Fair exterieur. Dans ce cas» ce serait I'air, oumieux I'oxygbne de I'air, 
qui» en p^n^trant dans I'uterus, provoquerait la putrefaction rapide du 
foetus (*). II nem'a paset^donn^ d*observerde foetus putr^fie^et par con- 
sequent je n'ai point pu constater si cette decomposition 6tait correla- 



(•) y oir Historique. 

{^) De ia coloration de V albumen des ceufs de poule et des cryptogames qui croissent 
dans les ceufs (Atti della Societa itaUana di Scienze naturali, t. II; i860). L'auteur cite un 
embryon de trois jours qui s'^tait conserve comme momi&6, sans putrefaction. 

(') Deuxieme itude sur V Education des autruches en Algdrie (Bulletin de la Societe 
d^accUmatation, septembre-octobre 1870). M. Cb. Riviere, youlant essayer d'acbever I'incu- 
bation d'ceufs d'autruche que le mAle avait abandonnds, les placa dans une serre sur un lit 
de ouate reconvert d'une cloche, a Au bout d*une dizaine de jours de ce traitement, dit-il, 
n'obtenant aucun r^ultat, je (is c^er la coquiile et trouvai les petits parfaitement con- 
formte, mais sans vie, sans cependant dtre entr^ en decomposition. » 

(*) Dans la maceration, Todeur est douce, fade et p^netrante, la couleur est d'un rouge 
bnm, plus ou moins vif, suivant la dur^e; la peau est imbibee par one sorte de s^rosite 
sanguinolente qui soul^ve parfois repiderme sous forme de bulles ; repiderme se detache 
avec facility sur toute la surface du corps; le cadavre est d*une ilaccidiie telle que la tdte, 
dent les os devenus [mous et mobiles vacillent les uns sur les autres, s*aplatit sur elle-m6me 
sous Tinfluence de la pesanteur ; enfin il y a absence complete de gaz dans la cavite uterine. 

Dans la momification, le foetus n'exhale aucune odeur ; il a la peau seche, comme tannee ; 
les visceres sont presque atrophies; on le dirait desseche, comme s'il etait reste longtemps 
dans Talcool. 

Enfin la putrefaction du foetus, semblable k toutes les decompositions de ce genre, s'ac- 
compagne de tumefaction des parties, de degagement de gaz, d*exhalaisons infectes et de co- 
loration verd&tre des tissus. 

(^) On trouve des observations interessantes et des renseignements preds sur ce sujet 
dans la these du D" Lempbebub : Des alterations que subit le foetus apres sa mort dans le 

Annates de Vicole Normale, a* Serie. Tome IV. 34 
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tite dtt ddteloppemeiit d'orgdtiiiimeft microdcopicftles; mM, depxAi les 
recherches de M. Pastetir, cette correlation n'est pas doutetli^. Si Fair 
est n^cessaire, il n'agit 6vid'eminent qu'en apportant ses germos, qu'il 
depose dans un milieu dont la compositioti et la temperature aonl trte^ 
propres k leur developpement {*)* 

Je dois, en retanche, k robligeance de M. de Soyre^, chef de la eli- 
liique d'aecotichement de M. Depatit, d'aToir pu examiner k loisir uii 
enfant mort-ne dans un etat de parfaite maceration. L'ol)ser?alioii que 
je rapporte avec details dans la Note ci-dessous (*) ne laisse aocun 
doute ; les modifications speciales qui caracteriseiit la maceration^ et qui 
diflereut de la putrefaction^ ne sent point simultanees du deTeloppe- 

ment de bacteries on de vibrions. Le foetus macere presente done k ee 

• - -11 ■ - ^.. — ^ --^ — -J — ■ — 

sein matemei, 1867 ; — dans leM^moire coaroDn6du If SsrrrEX ; Des alterations quesubitie 
foetus apres sa mort dans la cavite uterine et de leur valeur niedico-lSgale, 1868 ; — et dans 
Tarticle y!a?/i^^ deM. fiAtLLT, dans X^Nouveau Dictionnaire deMedecineet de Chirurgie pra- 
tiques, dti D' Jaccoud. 

(') La putrefaction du foetus n*aiTive-t-elIe que si Tair ext^rieur p^n^tre dans Tut^us? 
Je crois que, dans certaines circoustances, elle pent avoir pour cause des organismes Te- 
nant de la m6re, sans aucune influence de I'air ext^rieur. 

(') Le :ta juillet 1873, k 5 heures du soir, obserTation d^un enfant mort-n6 )e ai jtiillet k 
f hettres dn soir. Le foetus est rest^ deimi^ sa naissance, c'est^^ife pendant tii^-detix 
heures environ, enyelopp6 dans un linge, k la temperature d'un petit ampfaith6fttre, laqmflle 
dans la jourd^e a d^pass^ 3o degr^s k Tombre. 

Le foetus, de cinq mois et demi environ, est rest6mort k pet! prto trois Mtttaines dafiS le 
fteiii de M mdre, femme syphilitique. 

£tat general. — Odeur un peu fade, mais non putride. 

La tdte est d'un gris fonc^, le thorax et Tabdomen ont une eoloratioil rotf ge biltil beitn 
coup plus fonc^e a Tabdomen et surtout k la base du cordon ombilical ; les membres ont ki 
ro6me couleur dans tons les points oOt T^piderme est enlevd; celui-ci s'enl^e d'aiHettrs livec 
la plus grande facilit6 en pellicules blanches et minces, surtout atii membree ; il est pio^ ad- 
herent sur la peau de la tete. 

Le cordon est verdfttre. 

Flaccidite assez prononc^e dans la partie abdominale, moins grande dans la rAgidii thctta- 
cique; la tdte n*est pas aplatie. 

S^rosite sanguinolente dans Tabdomen, dans le thorax et sons le cuif cherelti. 

Les visc^res ont en g^n^ral une coloration rouge brun ou violet fonc^. 

Examen microscopique , — Surface de r^piderme de I'abdomen dans le voislfiage du 
cordon : milliers de vibrions et de bacteries ; les bacteries sent fines et se mettent iMittMia- 
tement en mouvement; les vibrions sent plus longs et plus larges; d'abord immobileti ilfl 
prennent, apr^s quelques minutes, le mouvement ondulatoire qui leur est propre. Ceil yy* 
brioiis i^ppellent tout k fait cenx de la fermentation butyrique. 

Serosite sanguinolente de Tabdotnen, au«<lettOtts da point precMent, At^ndae d'eau : c(ttel* 
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point de vue uDe ressemblance parfaite avec les einbryoos de pouleU 
morts dans leurs eoques, et que la putrefaction n'a pas decompos(§s» 
Cette ressemblance s'ajoute aux caracteres fournis par Todeur, la cou- 
laur, la flaccidite, etc, 

Une seule difference m'a paru exister entre le foetus et le poulet^ c'est 
la production de mamelons cristallins blancs, decomposables en ai- 
guilles longues el fines, que Ton observe a la surface ou dans Tepais- 
seur des tissus du poulet, et que je n'ai point vus dans le foetus mac6re. 
Cette difference tient sans doute aux conditions mSmes oil sejournent 
les deux cadavres : dans un cas» Fair exterieur p^netre ais^ment k 
travers la coque ; dans I'autre, au contraire, le foetus reste baign^ au 
milieu d'un liquide tres-aqueux, sans aucune communication avec Fair 
exterieur. 

Malgr^ cette difference, on pent dire que Tembryon de poulet qu'on 

qiies bactMes, rares, avec un grand nombre de points pftles, un peu aliong^, ressemblant 
i des fragments de vibrions. 

M6me s^rosit^, du cdt6 de la colonne vert^brale, au point diam^tralement oppose au 
pr^c^ent : absolument rien d'organis^; quelques cristaux allonges, mais non en aiguilles 
fines et d^li^s. 

Masses g^latineuses rouge brun de I'int^rieur des intestins : pas d'organismes, d^ris in- 
formes de cellules. 

S^rosit6 sanguinolente du thorax: pas d'organismes; debris amorphes; pas de globules du 
sang, non plusique dans les preparations pr^c^entes; quelques cristaux l^^rement teint^ 
de rose, allonges, mais k contours tr^irrdguliers. 

Fragment du foie : pas de globules du sang, pas de cristaux, pas d'organismes. 

S^rosite sanguinolente du cuir chevelu; masse un peu ^paisse, plus rouge que les s^ro- 
sit^ pr^c^dentes ; pas d'organismes ; pas de globules sanguins ; debris amorphes ; pas de 
cristaux. 

Fragment du cerveau : pas d'organismes; granulations nombreuses, serr6es, et environ 
25 k 3o globules par champ ; ces globules, de 5 4 8fA, sent g^nSralement circulaires ou un 
peu allonges ; ils sent tous granuleux ; sont-ce des noyaux de cellules ou des globules san- 
guins tr^-modifi^s ? Pas de cristaux. 

On remarquera que le fcBtus dont il s'agit avait ^prouv^ un l^ger commencement de putr^ 
faction, insensible par I'odeur, mais accuse par la coloration verdAtre du cordon ombilical 
et par les organismes, qui, apr^ s'6tre d^velopp^s k la surface extdrieure de Tabdomen, 
commengaient ddj^ k p^n^trer k Tint^rieur. La preuve que les organismes observes k Tab- 
domen provenaient du dehors et n'avaient apparu que depuis Fexpulsion du foetus, c'est 
qu'ils y 6taient tr^s-rares et d^velopp^ seulement dans la region immddiatement situ^ 
au-dessous du cordon ombilical par oil ils avaient ^videmment pass^. Ce commencement 
de putrefaction s'explique compl^tement par I'exposition du foetus pendant vingt-denx 
beures k I'air d'une salle oi^ la temperature a'est eiev^e k 3o degree. 

34. 
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laisse mourir dans la coque et qu*on place ensuite k une temperature 
convenable, lorsqu'il ne se putr^fie pas, eprouve une veritable moe?^- 
ration. 

La maceration est plus rapide pour le foetus que pour le poulet, 
puisqu'elle apparait dfes les premiers jours qui suivent la mort du petit 
dans le sein de la m^re, tandis qu'elle n'est sensible dans les oeufs 
qu*aprbs quelques semaines. Gela s'explique par la temperature eiev^e 
et Tabondance du liquide oil se trouve le foetus; ce liquide, en effet, 
empScbe la dessiccation du cadavre et facilite en mSme temps les reac- 
tions cbimiques qui s'accomplissent dans sa masse. 
. Je n'ai pas observe d'embryon de poulet dont T^tat rappelat la mo- 
mification qu'on trouve cbez le foetus. 

Les phenomenes que nous a fournis cette nouvelle etude nous 
montrent, comme dans Tetude des oeufs ordinaires, le r61e important 
que jouent les organismes microscopiques dans la putrefaction en ge- 
neral. Nous voyons en outre que les matieres animales compietement 
organisees peuvent rester au contact de fair, pourvu qu'il soit pur» 
sans eprouver cette modification. 



CHAPITRE IL 

DE QUELQUES AUTRES ALTfiRATIONS DES CEUFS. 



L — Moisissures. 

Les auteurs qui out signaie et etudie des moisissures dans les oeufs 
ne sont pas moins nombreux que ceux qui ont parie de leur putrefac- 
tion. 

Reaumur s'exprime ainsi : c Des observations plus rares m'ont fait 
voir que des particules qui doivent etre incomparablement plus gros- 
sieres que celles de Fair peuvent penetrer dans les oeufs. J'ai trouve 
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des moisissures dans des oeufs que j'avais casses, bien par delk le terme 
oil le poulet aurait du naitre ; je n'ai pu apercevoir aucune f&Iure k ces 
oeufs; les pbysiciens ont ennobli les moisissures, ils les ont ^lev^es au 
rang des plantes, ils ont fait voir, et Micheli surtout, qu'elles viennent 
de graines : les graines de ces petites plantes avaient done pass^ au tra- 
vers de la coquille et de la membrane qui la tapisse {*). > Reaumur 
n'indique pas la nature de ces moisissures. 

Dans son Histoire natureUe des vigdtaux parasites^ M. Gb. Robin pr^ 
sente un resum^ complet des Etudes faites jusqu'k i853, sur les Cryp- 
togames qu'on rencontre dans les oeufs (^) : j'en rapporterai ici les prin- 
cipaux passages. 

Mserklin (')» qui trouva un cbampignon filamenteux dans le blanc 
d'un ceuf, lui donna le] nom de Sporotrichum albuminis. Rayet {*) d^- 
couvrit une autre moisissure, dont le mycelium formait une tacbe noire 
adberente au jaune, et s^paree de la coque par une couche de blanc; 
Montagne Ta decrite sous le nom de Dactylium oogenum ('). 

Scbenk donne une description incomplete, sans figures^ d*un cbam- 
pignon trouv^ dans un ceuf dont le jaune ^tait intact, mais dont le blanc 
^tait devenu brun noiratre (*). Quoique favorable a la g^n^ration spon- 
tan^e, Tauteur admet cependant que la moisissure qu'il a ^tudi^e pent 
avoir pour origine une spore, et que cette spore, venue du dehors 
dans Toviducfe de la poule, a pu etre englobee par I'albumine avant la 
formation de la coquille. 



(') REAUMUR, Art de faire More et d^^lever en toute saison les oiseaux domestiques; 
a* Edition, 1. 1, p. a53; 17S1. 

(' ) Ch. Robin, Histoire natureUe des v^gdtaux parasites qui croissent sur Vhomme et sur 
les animauxvivants, p. 543 et 604 ; i853. 

(•) Mjerklin, Betrachtungen iiber die Urformen niederer Organismen, p. 73; 1824. 
Heidelberg. 

(*] Ratet, Sur une Mucedinee qui se developpe quelquefois sur les oeufs de poule con- 
serves pour les usages domestiques [Soc, Phil, de Paris; stance dugjuillet 184a. — Arch, de 
M^decine comparie, p. Sg; i843). 

(*) Montagne, Description du Dacttlium oogenum, Moisissure tromie par M, Bnyct 
dans un oeufde poule, [Journal de I'Institut, p. 408 ; 184a. — Arch, de M^decine comparec^ 
p. 175.) 

(•) ScHENK, Uebcr die Pilzbildung im Huhnereiern [Ferhandlungen der physikalisch- 
medicinischen Gesellschaft in Fuerzburg, Erlangen, 1. 1, p. 73; i85o). 
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Witticb (*)» 6t peu aprbs Harless, ont aussi observe des champi- 
gnons dans des osufs de poule ou de cane; leurs descriptions phytolo- 
giquesy sans figures, sont tres-insuffisantes, mais Ti^tat des osufs parait 
exactement decrit. Wittich a cherche a montrer que les moisissures 
traversaient la coque en yenantde Texterieur; Harless (^),aucontraire, 
a conclu que les vegetations qu'il avait rencontrees n'avaient point pu 
penetrer de I'exterieur a Tinterieur de Toeuf. Ges deux opinion3 coii- 
tradictoires ne reposent ni Tune ni Tautre sur des experiences assez 
completes pouretre concluantes. 

Parmi les observatenrs qui ont le plus etudi6 les moisissures des 
oeufs, Spring (') est le premier qui ait institue systematiquemeat des 
essais dans le but de determiner la nature et Tespece de ces moisis- 
sures. Malheureusement les proced^s de culture qu'il a employes 
comportent des causes d'erreurs graves, de sorte qu'il n'est point pos- 
sible d'admettre ses conclusions. Ge n'est pas, en effet, en semant sans 
precautions un mycelium dans un liquide, ou en Tinoculant dans un 
oeuf par un petit trou fait a la coque, qu'on pent esperer obtenir le 
developpement exclusif du champignon seme. II y a, au contraire, de 
nombreuses raisons pour qu'une spore etrangere tombant^ de Tair pu 
deposee dans les tubes, ou a la surface de la coque^ se developpe si- 
multanement, peut-etre meme toute seule. Ainsi s'expliquent les 
resultats extraordinaires contenus, par exemple, dans la cinquiibme 
conclusion du Memoire de Spring : < La meme sporule devient Sporo- 
trichum ou un mycelium sans fructifications, quand elle se developpe 
dans Talbumine, AspergiUuSy Periconia, Hemiscyphe, ou Mucor^ quand 
elle se developpe a Fair sur une base albumineuse, et k une tempera- 
ture de 35 degres centigrades; elle Aey'ieni Penicilliwn quand elle se 
developpe a I'air libre sur une base albumineuse et a une temperature 
de lo a i5 degres centigrades. i 



(*) Wittich, Uebcr Pilzbildung im Huhnerei {ZeUsctmft funvissenschaftUche Zoologie. 
Leipzig, t. Ill, p. 2i3; ]85i). 

( ' ) Harless, Zusdtze zu IT von fVitticKs Beobachtung von Pilzbildung im Hiihnerei 
(mtoe collection, t. lU, p. 3o8). 

(*) Spring, Des champignons qui se detfeloppcni dans les ceufs de poide [Bulletin de 
VAcademie royale de Belgique, t. XIX, i" partie, p. 673; i85a). 
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bepttii^ t853| Kdlfi^ezek {*) etPanceri (') ont aussi d^crit des ebam-* 
pignons trouv6s dans les oeufs de poule. Le Memoire du sayant ita- 
lien e^t de beaucoup le plus important. 

i On left rencontre^ dit Panceri, sous forme de poussibres ou de bou^ 
tons de couleur Tort sombre ou incolore^ de dimensions direrses^ 
Qttand eeft boutons sont trfes^dtendiisi Talbumitie reste emprisono^d 
dans le 'myclilitim et ne coule pas; lorsqu'on brise la coquei elie se 
r6unit du contraire sous forme de masde gelatineuse. * L'auteur figure 
qtiatre moisissures differentes : un Sporotrichum, un DactyUum^ une 
forme qu'il signale le premier voisine du Spondytocladium , et etifin 
tili iHjrc^liuffl vert fonc6 non fructifie, dont I'espbceresta par suite idde- 

termin^e. 

Pancefif rechercbadtrorigine de ces moisissures^ demontre qu'elles 
d'ont ptt apparaitre spontan^ment dans Toeufy et dispose quelques ex-* 
pirienees destines k faire Toit que le mycelium pent penetrer de Tex-* 
t6rieur k Tint^rieUf de la coquille^ II trouve^ par exemple^ qu'k 2:i de- 
gt^ eUTirdfly dans une atmosphere humide^ la simple application^ sur 
la surface extdrieute de la coque, de certaines especes de inoisissures, 
sufBt pour faire penetrer le vegetal a I'interieur. L'exp^rience riussit 
parfaitemeiit avec le Sparotrichum albuminis^ et aussi avec une Tari^te 
dtl V^rticUUumi 

CepeddaUty k Tint^rieur de quelques oetifs soumis k ses essais^ Pan- 
ceH trouve^ k c6td de moisissures identiques k celles de Texterieur, 
d'adtres fortdes trbs-differentes^ notamment la Muc^dinee qu'il a rap- 
pifochde dtt Spondylocladium. On ne pouvait pas admettre dans ce cas 
qtie les ttdUTelles formes 6taient tenues de I'extdrieur. 

Ainsi done, s'il est dtabli^ cdmme Tatait annonce Wittich, sans 
eti dontier la preuve etp^rimentale, que dans quelques cas certaines 
e^pices de tndisissdre^ peuvedt p^n^trer de Texterieur k I'interieur 
des oeftifk, il fatit remarquer que, dans d'autres cas, il se d^veloppe in^ 



(') KoLACZEK, Verhandlungen der Fereins jur Naturkunde zu Presburg; a* ^ition, 

(') P. PangSIu, De la cohration de ralbumine d'un ceuf de pomde et des ctyptogames 
qui cMsseni dans les eeufs (Atti delta $9eieth iialiana di Scienze naturaU, t. II; iS6o, 
Milan). 
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terieurement des moisissures qui ne paraissent avoir aucune relation 
avec Texterieur. 

Je suis arrive de mon cote au mSme resultat. En pla^ant des ceufs de 
poule dans une atmosphere humide k a5 degres, j'ai vu la coque se 
recouvrir rapidement de moisissures tres-variees ; quelques jours aprte, 
Tinterieur etait envahi, et lorsque j'attendais assez longtemps je re* 
trouvais souvent les moisissures in.ternes fructifi^es, indiquant ainsi par 
tons leurs caract^res leur identite avec celles de la surface. Dans ce 
casy il y avait eu penetration ^vidente k travers les pores de la co- 
quille (*). 

Dans beaucoup de cas, au contraire^il m'a et6 impossible d'admettre 
cette penetration : par exemple, j'ai trouvedes oeufs tacbes^dont la sur* 
face de la coque, examinee avec le plus grand soin k la loupe, n'a 
jamais presente la moindre trace de moisissures. En ouvrant ces oeufs, 
j'ai vu une ou plusieurs touffes de mycelium, qui tantdt nageaient dans 
le blanc, tantdt adheraient k la membrane de la coque, oil elles consti-' 
tuaient des sortes de mamelons de diam^tre variable ; quand elles attei- 
gnaient la chambre k air, elles se developpaient rapidement et se cou- 
vraient de spores. 

On pourrait penser qu'une spore tomb^e a la surface de la coquilie a 
d*abord germe peniblement, puis que son mycelium a penetrd par Tun 
des pores, traverse la membrane, et^enfin qu'il s'est d^veloppd dans le 
blanc, tandis que les tubes de la surface, rapidement dess6cb6s et atro- 
phies, auraient disparu : ainsi s'expliquerait dans tons les cas Texis- 
tence des moisissures dans les ceufs. Mais si les choses se passaient de 
cette maniere, on devrait pouvoir trouver des traces de mycelium entre 
la coque et la membrane; Tobservation la plus attentive n'eE a jamais 
montre, dans le cas, bien entendu, oil k aucune epoque, depuis la 
ponte, la coque de I'oeuf n'avait ete recouverte de moisissures appa- 
rentes. Le mycelium a done pour origine une spore ou un fragment de 
tube renferme dans I'oeuf des la ponte. 



( ' ) Ce fait rend compte de la proportion considerable des oeufs moisis dans le commeroei 
qui s*est ^lev^e a V? pour I'ann^ 1872. C'est qu*en effet les oeufs qu'on expddiesont g6ii6ra- 
lement emball^ dans de la paille humide, sur laquelle ne tardent pas & se d6yeiopper dee 
moisissures vari^. 
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Dans la masse de Tun des oeufs d'autruche que j'ai recus d'Alg^rie, 
j*ai trouv^ des fragments tres-abondants d'une moisissure qui n'etait 
point fructifiee et qui n'a pas pu pour cette raison etre d^terminee. 
EUe dtait constituee par des filaments vieiUis, ^ contours noirs, k teinte 
jaune, ne contenant plus que quelques rares granulations. La surface 
extSrieure de la coque itait parfaitement lisse, sans trace de moisis- 
sures. 

Enfln un ceuf r^cemment pondu presentait une tache de pen d'eton* 
due, extremement mobile; je Touvris et je trouvai un flocon de myc6* 
tiom fortement adherent zujaune, et dont les ramifications, divergeant 
du point d'attache avec la membrane vitelline, se repandaient dans la 
couche albumineuse; les tubes les plus longs arrivaient jusque vers le 
milieu du blanc ; aucun n'avait encore atteint la membrane coquiU 
li^re. 

Ces divers exemples montrent que dans certains cas, comme 
Favaient annonc^ Schenk et Harless, des moisissures peuvent exisler 
dans des oeufs sans qu'etles aient eu pour origine des spores pouss^es 
tk Text^rieur; en d'autres termes, des spores susceptibles de se deve- 
lopper plus tard existent dans certains ceufs, au moment meme ou iis 
sent pondus. 

Les moisissures bien d6termin6es que j'ai le plus souvent rencon- 
tries sont trois Torula et un Aspergillus {*) : 

i^ Torula k spores rondes, tr^s-petites, dispos^es en longs chapelets et 
formant de petits Hots blancs, pulverulents, sans myc61ium visible; le dia- 
m^tre des spores est de OfTfi {fig. 21). 

a^ Torula a spores elliptiques, dont le petit diametre estde a^sfA et le plus 
grand diametre de S^Sfx; ces spores sont incolores, disposees en chapelets et 
port^es par un petit p^doncule renfl4 qui part directement du mycelium. Ce 
dernier est forme de tubes tres-grdles, k cloisons peu visibles {fig. 20). 

3** Torula a grosses spores en chapelets, supportees directement par un p6- 
doncule renfle souvent sur toute sa longueur. Chaque spore a la forme gene- 
rate d'une sphere et s'imbrique sur la precedente a Taide d'une sorte de 
petit onglet : leur diametre va en diminuant de la base a 1' extremity libre 



(^) Pour la determination des moisissures, j'ai toujours trouv^ aupr^s de mon coll6gue* 
et ami^ M. Lemonnier, un concours bienveillant dont je suis heureux de le remercier ici. 

Annates de VEcole Normale. 3* S^rie. Tome IV. 35 



^7^ ULYSSE GAYON, 

elles y respirent comme partout oil elles prennent naissance» etelles 
determinent dans les matiercs de I'oeuf des modifications speciales, dif- 
ferentes de la fermentation putride. 

II. — Fermentation acide. 

Tappelle ainsi une alteration speeiale dans laquelle les matiferes de 
I'ceuf deviennent fortcment acides. EUe differe de TaUeration par les 
moisissures et de I'alteration putride par I'odeur, Taspect, la composi- 
tion chimique, les organismes qui I'accompagnent. Je I'ai remarqu6e 
surtout dans des oeufs brouilles par I'agitation. 

L'odeur est aigre et tout a fait comparable a celle du levain de bou- 
langer qui aurait un pen vieilli. 

L'interieur forme une masse homogene, de consistance butyreuse et 
de couleur jaune clair; on dirait du beurre l^gerement ramolli par la 
chaleur de I et6. 

La reaction sur le papier de tournesol est fortement acide, tandis 
qu'elle est neutre ou peu acide avec les oeufs moisis ou pourris dans 
Tair atmospherique. 

Quand on distille les mati^res de I'oeuf apres les avoir etendues d'eau, 
on trouve que le liquide condense est acide, ainsi que le residu de la 
distillation, ce qui indique la presence d'acides fixes et d'acides volatils. 
Si Ton redistille le produit condense precedent, puis le nouveau pro- 
duitde condensation, et ainsi de suite, jusqu'a la cinquieme ou sixieme 
distillation, en recueillant chaque fois un tiers environ du liquide dis- 
tille, on finit par concentrer quelques produits alcooliques reconnais- 
sables a leur odeur, et surtout a la formation de gouttelettes huileuses 
sur les parois froides de la cornue. 

La quantite de ces divers produits contenue dans un oeuf de poule 
est trop faible pour qu^ j'aie pu determiner chacun d'eux. Dans tous 
les oeufs oil j'ai observe la fermentation dont il s'agit, j'ai trouvd, 
soit sur les membranes, soit dans la masse interieure elle-mSme, 
des organismes d*un aspect particulier, que je considbre comme 
les veritables ferments de la nouvelle alteration. Ce sont des ba« 
tonnets immobiles, a contours pales, a teinte bomogene, articules 
deux a deux ou isoles^ dont la longueur varie entre 5 et lo, et 
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la largeur entre o^S et 0,7 miUieines de millimetre. Par leurs 
dimensioDS et leur immobilite, ils different des bacteries des ceufs 
pourris; par leur teiate homogene, Tabsence de points brillants et leur 
plus petit diambtre, ils se distinguent des vibrions ordinaires de la pu- 
trefaction, lis sont quelquefois meles avec des bacteries; mais, dans ce 
casy I'oeuf a une odeur legerement putride, et le papier k acetate de 
plomb est noirci. 

11 est vraisemblable que c'est une alteration de cette nature que 
M.Bechamp a observee en i868» dans un oeuf d'autrucke ; car I'auteur 
remarque que cet oeuf avait une reaction fortement acide, que Todeur, 
desagr^able sans doute, n'etait point celle < des oeufs pourris ordi- 
naires, qui est horrible, ni celle des matieres animates putrefieesi qui 
est si penelrante etsi persistante * {*)• M. Bechamp n'a pas vu, d'ail- 
ieurs, dans cet oeuf, autre chose qu'un < amas de granulations mole- 
culaires > ; rien d'organise. 

L'oeuf noircissait le papier k acetate de plomb, et le gaz analyse con- 
tenait des traces d'hydrogene sulfure sans doute par suite d'une pu- 
trefaction commeuQante (^). Grace a la grande masse, 750 grammes, 
dont il disposait, M. Bechamp a pu constater que le principal produit 
alcoolique etait de Talcool ordinaire, et le principal acide volatil de 
Tacide acetique. 

III. -— Production spontanea de cristaux sans diveloppement 

d'organismes. 

J'ai trouv^ des oeufs qui n'avaient eprouve aucune des alterations pre- 
cedentes, et qui cependant n'etaient point restes sains. Une modifica- 
tion speciale s'etait produite, sans que j'aie pu en saisir la cause, sur 
quelques-uns seulement des ceufs, brouilles ou non, mis en experience 
k la temperature de ^5 degres. La masse d^composee a une teinte jaune 



(') Comptes rendtis de P Academic des Sciences, t. LXVH, p. 5a3; 1868. 

(') Cette alteration n'est pas incompatible avec la putrefaction. Plusieurs ceufs qui 
Favaiont manifestde, ayant etd mis dans des flacons ferm^s et lav^s avec Tacide ph^nique, 
pour etro conserves, n'ont pas tard6 k se pourrir avec tous ies caract^res de ia putrefaction ; 
odeur, couleur, organismes. 
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sale, une odeur de matiferes animales sfeches, une grande J9uidit6» 
malgre les aiguilles cristallines qu'elle renferme en grand nombre, 
et malgre les particules solides qui proviennent de la desagregation 
du vitellus. ^ 

Je n'ai pu d^couvrir trace d'organismes microscapiques, ni dans 
rintirieur, ni k la surface, ni dans T^paisseur des membranes. 

Ce qui est surtout caract^ristique, c'est la formation de gros mame- 
Ions blancs, pouvant atteindre 2 et 3 millimetres de diamfetre, et con- 
stitu^s par des faisceaux de fines aiguilles cristallines. Ges mamelons 
sont nombreux sur toute la surface interne ou externe de la membrane 
de la coque; ils adherent fortement aux points oil ils se sont formes; 
les plus gros sont sur les parois de la cbambre k air, et, en g6n£ral, 
partout oil Tair ext^rieur parait avoir le plus facile accfes. 

A Taspect microscopique et aux reactions qu'ils donnent, on recon- 
nait qu'iis sont en grande partie formes de tyrosine, mel6e k un peu 
d'albumine. 

Si Ton ecrase Tun d'eux sur une lame de yerre, il se decompose en 
faisceaux rayonn^s de fines aiguilles, ayant cbacun la forme de petits 
secteurs denteles sur les bords, opposes le plus souvent deux k deux 
par leurs sommets, et quelquefois group^s en ^toiles. A c6t6 d*eux, 
on voit des debris amorphes d*albumine solidifi^e. 

Ges cristaux sont tr^s-peu solubles dans I'eau froide, solubles dans 
Feau bouiliante, oil ils se s^parent des matibres albumineuses, inso- 
lubles dans I'alcool et dans Tether, mais solubles aisement dans les 
acides et les alcalis. 

Les reactions suivantes, qui sont caract^ristiques de la tyrosine, ont 
parfaitement r^ussi : 

i^ La dissolution jauneHorange,obtenueavecracideazotique,donne9 
par une evaporation m^nagSe, un r^sidu qui se colore en brun rouge 
fonc6 par les alcalis (Schj^rer). 

:i^ Une dissolution bouiliante dans Teau donne avec I'azotate neutre 
de mercure un pr^cipit^ blanc jaunatre, qui se transforme en rouge 
fence par Taddition goutte k goutte d'acide azotique fumant; il faut 
faire bouillir de nouveau apr^s chaque goutte (Meter). 

3^ Une dissolution dans I'acide sulfurique concentre, produite k une 
douce chaleur, prend une couleur rouge passag^re; le liquide, itendu 
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d'eau^ neutralist 'par la craie ou le carbonate de baryte, filtr^ et 
concentre, donne avec le perchlorure de fer une coloration violette 
(Piria). 

Dans le dedoublement des matiferes albuminoides, la tyrosine £tant 
g^neralement accompagnee de leucine, j'ai cbercb^ si ces deuxproduits 
existaient k la fois dans la masse d6compos6e. Pour cela, j'ai op^r6 de 
la mani^re suivante. 

Le contenu de I'oeuf a 6i& ^puise par Talcool bouillant, qui devait 
dissoudre toute la leucine, puis par Tether, pour separer ce qui restait 
de matieres grasses, et enfin par une dissolution aqueuse d'ammo- 
niaque, qui a dissous la tyrosine. Et en effet, par I'evaporation lente 
de cette dernibre liqueur, apres filtration, j'ai obtenu des cristaux blancs 
de tyrosine. 

L'extrait alcoolique filtr^, de couleur rouge, a ^te evaporS; le risidu 
traits par Tether a ^te repris par Talcool bouillant. Aprbs filtration nou- 
velle et evaporation lente, il s'est depose des cristaux blancs jaun&tres, 
dont la forme est celle des cristaux de leucine : ce sont de petites 
masses granuleuses, sph^roides, qui au microscope ressemblent k des 
cellules adipeuses; sur leurs bords seulement on voit leur constitution 
cristalline. 

J'ai obtenu, d'ailleurs, avec elles les principales reactions de la leu- 
cine : 

i^ En chauffant avec precaution ces cristaux dans un tube de verre 
ouvert aux deux bouts, ils se volatilisent sans fondre, en donnant des 
flocons blancs trbs-legers, dont les uns se deposent sur les parois 
froides du tube, et les autres, entrain^s par le courant d'air, voltigent 
dans Tatmosphfere. 

2^ Evapores avec soin sur une lame de platine avec de Tacide azo- 
tique, ils laissent un residu incolore qui, traite par unegoutte de lessive 
de sonde, se dissout facilement; en concentrant doucement la liqueur, 
il se forme une goutte oldagineuse, trfes-mobile et ne mouillant pas la 
lame de platine (Sch^rer). 

Les quantit^s de tyrosine et de leucine obtenues dans ces circon- 
stances sont beaucoup plus grandes que dans la putrefaction. II y a 
done la une curieuse transformation de Talbumine de Toeuf, qui rappelle 
celle que M. Schutzenberger a constatee pour les matieres proteiques 
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insolubles de la leyure de bi^re, lorsque celle-ci continue sa vie k ses 
propres d^pens, sans putrefaction (* ). 

Le poids des matieres grasses extraites par Tether est inf(§rieur k celui 
que donne un oeuf sain ou un oeuf pourri. Au lieu de 4 grammes, poids 
minimum que ces derniers oeufs m'ont donn^, j'ai trouv^ dans deux cas 
tes nombres 2^,5g et o^,85. Le traitement pr^sente une particularity 
que je n'ai pas remarquee avec les autres oeufs. En agitant ia mati^re 
avec rather, tout se prend en une masse g^Jatineuse jaun4tre, et par le 
repos rather ne se s^pare qu'avec une extreme lenteur; au contrairOt 
avec les ceufs sains, par exemple, il forme en peu de temps une coucbe 
transparente au-dessus de la masse insoluble qui se reunit au fond do 
vase. 

On pourrait croire, en voyant les mamelons qui grossissent sur les 
membranes, prfes deTair, que ralt^ration pr^c^dente doit ses principales 
modifications k Taction de Toxygene atmospherique. Toutefois ce der- 
nier agent pourrait n'etre point du tout necessaire, car j'ai obteno des 
cristaux de tyrosine, dans un tube oil j'avais enferme un ceuf avec una 
quantity trfes-limilee d'air. La cristallisation de la tyrosine sur les mem- 
branes s*expliquerait alors par sa faible solubility. 



CHAPITRE III. 

DE L'ORIGINE DES ORGANISMES QUI SE DfeVELOPPENT DANS CERTAINES 

ALTfeRATIONS SPONTANfiES DES CEUFS. 



J'ai d^montr^ dans les cbapitres precedents que les alterations spon- 
tan^es des oeufs, sauf la derniere, etaient correlatives du developpement 
et de la multiplication d*etres organises, bacteries, vibrions ou moisis- 
sures. II reste maintenant k resoudre la question de savoir comment ces 



(* ) Bulletin de la SociM chimique de Paris, t. XXI, p. ao4. — Comptes rendus de VA- 
eadSmie des Sciences, t. LXXVm, p. 49^ ; 1874* 



REGHERGHES SUR LES ALTERATIONS SPONTANEES DES GEUFS. 28 1 

organismes ont apparu dans Tinterieur des ceufs. Je vais examiner 
successivemeDt les hypotheses qui paraissent a priori pouvoir rendre 
compte de ce fait. 

1^ Hypothese de la generation spontanie. — La theorie des genera- 
tions dites spontanies a ete si victorieusement combattue par les ma- 
gnifiques travaux de M. Pasteur, qu'il semble inutile de chercber k la 
refuter de uouveau, a Toeeasion des presentes recherches. Cependant 
le credit qu'elle trouve encore aupres de quelques savants, a propos 
memede Talteration des ccufs, m'oblige a rexaminer rapidement. 

Quant aux moisissures, je ne crois pas qu'un seul savant admette au- 
jourd'bui la production spontanee de cette classe d'organismes. Dans 
Tetat actuel de la science, on ne pent plus memo considerer comme 
possibles les transformations qu'a signalees Spring. II faut toutefois 
faire une exception pour la levure alcoolique, dont la constitution est 
celle des moisissures les plus simples. En effet, dans deux M^moires, 
le premier de 1869, le second de 187:2, MM. Legros et Onimus se sont 
efforces de demontrer que, dans certaines circonslances, on pent faire 
naitre spontanement de la levure alcoolique, au sein de liquides sucres 
convenablement prepares, par exemple, a I'interieur d'un oeuf, ou Ton 
aurait fait penetrer une dissolution de sucre. 
Voici leur principale experience (*) : 

On enleve une partie de la coque d'un oeuf, pres de la chambre k air, 
en ay ant soin de respecter la membrane; on plonge ensuite la region 
mise ^ nu dans une solution sucree, de fagon k faire entrer dans le 
blanc, par endosmose, une quantite notable de sucre, et Ton met Toeuf 
pendant quelques beures dans un liquide en fermentation; on le retire 
et on Tabandonne, soit a 35 degres, soit k la temperature moyenne du 
laboratoire; il est bon, dans I'intervalle, de le remettre deux ou Irois 
fois en contact avec de Teau sucree en fermentation. Dans ces condi- 
tions, c au bout de deux a trois jours, disent les auteurs, mais surtout 
apres sept ou huit jours, on constate au microscope la presence dans 
le blanc d*oeuf de spores de la fermentation sucree > (^). 



('] Dans leur second M^moire, les auteurs reconnaissent eux-m^mes que les experiences 
de leur premier travail comportent des causes d'erreur, qu'iis ont cherch6 k Eloigner dans 
cette nouvelle etude. 

(*) Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. LXXIV, p. 887; 187a. 
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J*ai repetesouvent cette experieDce, et toutes les fois que j'ai con- 
venablemeDt lave la membrane et la coque, sur lesquelles adherent tou- 
jours des globules de levure alcoolique (')» que j'ai eu soin d*6carter 
tons les oeufs ou s'^taient produites des dechirures apparentes ou ca- 
chees, je n'ai point trouve de levure dans I'interieur du blanc. Et dans 
les oeufs oil des globules avaient p^netre accidentellement, les cellules 
etaient vieilles, granuleuses, a contours noirs, rappelant celles qui se 
sont usees dans une fermentation avec milieu incomplete ou qui sont 
rest^es longtemps en contact avec un liquide dejk ferment^. 

C'est qu'en effet le blanc d'oeuf sucre n'est point du tout favorable 
au d^veloppement de la levure. M. Pasteur Ta montre depuis longtemps, 
et je Tai v^rifie plusieurs fois : < J'ai ete fort surpris, dit M. Pasteur, 
dans son Mdmoire sur la fermentation alcoolique, de trouver cette ma- 
tiere (out a fait impropre a nourrir les globules de \eyhve de biere. Que 
Ton dissolve du sucre dans de Talbumine d'oeufs frais, delay^e dans 
Teau et filtree, rendue ou non tres-peu acide, que Ton ajoute une tr^ 
petite quantite de levure de bifere, les globules semes ne se d^veloppe- 
ront pas du tout, il n'y aura pas trace de fermentation > {*). Comment 
concevoir, des lors, qu'une levure alcoolique apparaisse spontan6- 
ment dans un milieu oil elle ne pourrait, ni se developper, ni se multi- 
plier ? 

On pent demontrer autrement I'impossibilite de ce fait, tout en con- 
servant les conditions fondamentales que doiventr^unirles experiences, 
d'aprfesMM. Legros et Onimus, k savoir, un milieu favorable au point 
de vue chimique, un mouvement constant d'endosmose et d'exosmose, 
un renouvellement moleculaire continu. 

Ainsi, que par une difference de pression on fasse p^n^trer de Teau 
sucree dans un oeuf a coque entiere, qu'on Tabandonne ensuite dans un 
liquide en fermentation, memo aprfes plusieurs jours, on ne trouvera pas 
trace de levure alcoolique a Tinterieur du blanc ; et cependant le mou- 
vement d'endosmose a fait entrer de Talcool a travers la coquille. 

J'ai employe dans le meme but Tappareil k vis qui a servi k M. Du- 

(*) Les globules de levOre adherent si fortement a la membrane, qu'il m'esl arriv6 d'en 
trouver encore apr^s deux heures d'un lavage continu k Teau distill^e, sous une chute de 
10 centimetres environ de hauteur. 

{') Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. LVffl, p. 385 ; i860. 
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mas dans ses Recherches sur la fermentation alcooliqiie (*). Le dia- 
phragme 6tait une portion de la membrane de la coque, detachee avec 
soin d'uD oeuf sain {/ig. 6). Dans Tun des tubes, j'ai mis de Feau 
sucr^e en fermentation, dans Tautre un melange filtre k volumes egaux 
d'eau sucr^e au dixieme et de blanc d'/euf. II ne s'est produit dans ce 
dernier ni fermentation, ni levure alcoolique, malgre le mouvement 
considerable d'endosmose qui y a fait passer une grande partie du li- 
quide ferments, malgr^ Tintroduction de la matiere azotee soluble qui 
jouit de la propriete d'interverlir le sucre, et qui, dans ce cas, a trans- 
form^ tout celui du tube. 

Mais si les moisissures ni la levure alcoolique ne peuvent d'elles- 
mSmes prendre naissance dans des ceufs, les vibrions et les bacteries, 
6tres que Ton considfere comme plus simples et plus ^lementaires que 
les champignons, ne pourraient-ils pas apparaitre spontanement dans 
les (Bufs pourris ? 

Les experiences et les observations que j'ai citees dans le cours du 
Chapitre P prouvent suffisamment que cette hypothese est inadmis- 
sible. En eflet, les oeufs d'une meme s6rie, agitds ou non,etaient places 
dans une cuvette ou dans un cristallisoir, et puis abandonnes ^ T^tuve 
pendant quelques semaines. lis avaient toujours meme origine et ne 
difleraient les uns des autres que par I'age ou le volume; ils etaient done 
dans des conditions toutes semblables, quant ^ la constitution cbimique, 
la temperature, la nature du milieu exterieur ; par consequent rien n'eAt 
ete plus naturel que de trouver tons ces oeufs egalement alter^s. Or on 
a vu combien etait grande la difference des resultats, combien etait 
variee la proportion des oeufs paurris, et par suite de ceux oh s'etaient 
developpes des infusoires. On ne saurait comprendre que les matiferes 
des oeufs se soient organisees spontanement dans ces derniers cas, lan- 
dis que dans les premiers, tout semblables, elles soient restees steriles. 

D'autre part, on a vu que le melange intime du blanc et du jaune pou- 
vait rester indefiniment au libre contact de Tair pur, sans se decom- 
poser, sans donner lieu a des productions organisees d'aucune sorte. 
Et, cependant, toutes les conditions demandees par les partisans de 



(*) Comptes rendus tie VAcadinde des Sciences y t. LXXV, p. aSo; 187a. — Annates 
de Chimie et de Physique y 5« s^rie, I. m, p. 7^; 1874. 
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rhet^rog^nie sont r^unies dans ces exp^rieDces : milieu ^minemment 
complet, temperature elevee, acces coDstamment renouvele de Tair 
atmospherique; seulement cet air est depouille des particules solides 
qu'il pourrait contenir. 

Les materiaux de Tceuf ne soutdouc pas capablesde s'organiser d'eux- 
memes, de faQon a eogendrer des bacteries ou des vibrions. 

Dans UQ travail publie recemment (*), M. Onimus conclut pourtant 
de ses experiences # que des proto-organismes peuvent naitre et se 
developper dans des liquides albuminoides, mis k I'abri de Tair », 
e'est-k-dire ^ Tabri des impuretes de I'air atmospherique. Les re- 
cherches de ce savant ont porte sur le sang et sur le blanc d'ceuf. Par 
une disposition qui rappelle, avec plus de complication, celle que j'ai 
indiquee page 245 et suivantes, il a fait aussi passer ces liquides 2i 
Tetat naturel dans des ballons de verre, et les a exposes au contact de 
Tair pur. Dans ces experiences ddlicates, toute complication doit faire 
augmenter les precautions; or M. Onimus en a-t-il pris assez? On peut 
se demander, par exemple, si le collodion qu'il applique sur la coque 
de Toeufy k Tendroit oii il enfonce le trocart, ne renferme pas des or- 
ganismes; si le coton carde destine k filtrer Tair a ^te cbaufle sufii- 
samment dans toutes ses parties; si enfin Tair, en se reuouvelant par 
aspiration, n'apporte pas avec lui, jusque dans le liquide, quelques- 
uns des germes qu'il contient. De plus, M. Onimus fait bouillir dans 
ses ballons de Teau contenant du phosphate d'ammoniaque et du chlo- 
rure de sodium, liquide l^g^rement alcalin; peut-etre les germes depo- 
ses sur les parois n'ont-ils pas ii& tues. M. Pasteur a montr^ en effet 
que, pour obtenir ce r^sullat avec les liquides alcalins, il faut une tem- 
perature superieure Il loo degr^s. 

M. Onimus cite d'ailleurs deux experiences sur quinze, danslesquelles, 
au bout de dix jours, il n'a pas trouve de bacteries. II est peu probable 
que Taddition de sucre dans un cas,et que la petite quantite de matifere 
introduite dans le second, soient les causes de I'absence de proto-orga- 
nismes. Ne se pourrait-il point que ces deux experiences fussent les 
seules dont il fallut tenir compte? Le fait que M. Pasteur a conserve 
pendant des annees du sang pris directement dans les veines, que moi- 

(' ) Comptes rehdus de l*AcadSmie des Sciences, t. LXXDC, p. 173 ; 1874. 
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mdme je conserve, depuis plus de yingt mois, des matiferes aussi alte- 
rables que le blanc et le jaune d*oeuf melanges, au libre contact de Tair 
pur, m&me de Tair pur renouvele par aspiration, ce fait permet de 
penser qu'avec des precautions convenables on pent toujours eviter 
Tapparition spontanee d'organismes dans ce genre d'exp^riences. 

2^ Hy-pothese de I'dvolution des microzymas en bactdries, vibrions^ etc. 
^ Od salt que M . B^champ explique tous les phenomfenes de fermen- 
tation par I'action de granulations mol^culaires mobiles, qu'il a appe- 
16es microzymas; ces granulations, qui ont, d'aprfes lui, une existence 
ind^pendante, auraient la propriety de produire des transformations 
cbimiques, soit toutes seules, comme dans la decomposition des ceufs, 
soit parallMement aux proto-organismes qu'elles engendrent, comme 
dans la fermentation lactique. 

Or, selon M. Bechamp, il existe des microzymas dans les oeufs, et 
surtout dans le jaune; on peut done se demander si les alterations spon- 
tanees des ceufs ne sont pas dues a Taction de ces sortes d'eleroents 
figures, et si, dans les cas oil Ton observe des bacteries, des vibrions, 
cesorganismesue resultent pas d'une transformation des microzymas : 
telle serait en effet Thypoth^se de M • Bechamp. 

Quelles que soient la forme et les dimensions des microzymas, puis- 
que ces ferments existent normalement dans tous les ceufs, des ceufi^ 
places dans des conditions semblables devront donner les memos resul- 
tats. On a vu, au contraire, combien les resultats variaient, on a vu 
que, meme dans les meilleures conditions de transformation, aucun 
organisme n'apparaissait dans les matieres restees saines. La theorie 
des microzymas n*explique done pas plus les alterations des ceufs que 
les phenomenes ordinaires de fermentation; ces granulations, malgre 
leur existence propre, n*ont point la faculte d'agir k la fagon des 
veritables ferments, ni de s'organiser en bacteries ou vibrions (*). 



(' ) Dans la Note que M. Bechamp a public k Toccasion de mes observations sur les alte- 
rations spontanea des ceufs, Tauteur dit : 

« J^affirme que, nulle part, bien que M. Gayon me le fasse dire, je n*ai soutenu que les 
microzymas de t'os/z/^voluassent en bacteries ou produisissenl des cellules de levilre alcoo- 
lique. » (Comptes rcndus de l^ Academic des Sciences, t, LXXVII, p. 6i3; 1873,) 

Voici le texte de la phrase k laquelle fait allusion mon savant contradicteur : 

c Contrairement & ce qui a 6te annonc6 par M. B^hamp, les granulations, qu*il appelle 
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3® Eypothise des germes. — Nous venons de voir que les organismes 
qui appdraissent dans certaius oeufs gates ne sont point nte spontan6- 
ment aux depens des matieres de ces ceufs, et qu'ils ne resultent pas 
non plus de la transformation de ce qu'on appelle microzymas; il faut 
done qu'eux-memes ou leurs germes soient arrives k un moment quel- 
conque jusque sur les membranes ou dans le blanc. 

Deux hypotheses peuvent expliquer leur presence dans les oeufs ; 
ou bien les germes et spores ont travers6 la coque» Toeuf etant pondu; 
ou bien ils existaient dans I'ceuf d^s la ponte, et alors its ont dd 6tte 
recueillis dans Toyiducte. 

Pour rechercher la part d'influence de la premiere hypothtoe, il 
faut etudier la p6n6trabilite de la coque pour les divers ^tats des corps. 

PindtrabiUtd pour les gaz et les Uquides. — Les gaz traversent tr^fa- 
cilement les enveloppes des oeufs; ce fait* observe depuis longtemps 
par Reaumur, r^sulte de la production de la chambre k air par drapo- 



microzymas, sont impuissantes ^ 86 transformer en bact^ries ou vibrions, non plus qu'en 
globules de leviire alcoolique. » [Comptes rendus de VJcadSmie des Sciences, t. LXXVII, 

p. ai4.) 

Ainsii comme on le voit, je n'ai pas dit et je n*ai pas voulu dire que M. B^charap a va 
les microzymas de Vaeuf ^yoXxxQx en bact^ries. Comment aurais-je pu lui prdter cette as- 
sertion, puisque M. B^hamp, qui admet pourtant Texistence normale des microzymas dans 
les oeufs, n*a jamais constats la prince d'organismes dans les oeufs alt^r^? Mais, lors 
m^me que j*eusse 6mis I'id^ dont il s*agit, M. B^hamp pourrait-il avec raison m'en ac- 
cuser ? Ne lit-on pas, en effet, dans un travail fait en conmiun avec M. Estor, et public ea 
187a, Sur le rdie des microzymas pendant le diveloppement emhryonnaire : c Dans le foie 
(d^ln embryon mort) on trouve des bact^ries ^ tous les degr^s de d^veloppement : micro- 
zymas isol^s et mobiles en foule, grand nombre d'associ^, petites bact^ries, moyennes el 
grandes; il est impossible de ne pas les consid6rer comme les divers degrds du ddveloppe- 
ment d'un mdme 6tre. » (Comptes rendus de I' Academic des Sciences ^ t. LXXY, p. 96a.) 

Ce que j'ai combattu dans ma Note et ce que je combats encore, c*est la thterie gdndnUe 
de M. B^hamp : revolution des microzymas en bactdries ou en leviire alcoolique. Cette 
Ihtorie se rencontre ^ chaque instant dans les travaux de M. B^hamp. La phrase que je 
viens de citer le prouve sufiQsamment pour revolution en bactdries ; la phrase suivante me 
justiBe pour revolution en levt^re alcoolique : a En fait, les ferments organises se reduisent 
k Irois types : le type cellule, dont la leviire de biere est Texemple classique, le type bac- 
tene et le type microzyma. Or, dans les experiences de la Note que je viens de resamer 
(Note presentee k T Academic sous ce titre : Conclusions concernant la nature de la mere 
de vinaigre et des microzymas en gdneral)^ les choses se sont passees comme si le micro- 
zyma, certaines conditions favorables etant donnees, etait le facteur et des bacteries el des 
cellules. » (Jnnalesde Chimie et de Physique, 4* serie, t. XXm, p. 443; 1871.) 
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ration d*une partie de Teau de Talbumine, et des conditions monies du 
developpement embryonnaire, pendant lequel la respiration du poulet 
determine un ecbange incessant de gaz entre Texterieur et Tint^rieur (*) ; 
nous Savons, d'ailleurs, qu*en faisant le vide au-dessus d'un ceuf pIong6 
dans Teau, les gaz sortent en bulles norabreuses par une multitude de 
pores. 

La p6n6trabilit6 de la coque par les liquides est tout aussi bien ^ta- 
blie. J'ai donne plus haut des tableaux indiquant les augmentations de 
poids qu'on obtient en faisant p^n6trer de Teau dans des oeufs d'ages 
diflerents, et dans des ceufs brouilles ou non. Des liquides plus denses 
quel'eauy tels que des dissolutions sucr^es k lo ou ao pour loo, s'in- 
troduisent avec la m^me facility. 

MM. Baudrimont et Martin Saint-Ange ont etudi6 la disposition des 
pores des oeufs; ils ont remarque que ceux qui laissent passer les plus 
grosses bulles de gaz dans le vide sont gdminds, c'est-a-dire reunis deux 
k deux, et que ces pores g6min6s se trouvent repetes generalement 
quatre fois sur la coquille ('). Je crois que celte disposition est loin 
d'etre g^nerale. 

Pour rechercber la disposition des pores de la coque, j*ai fait pen^- 
trer dans des oeufs, a Taide du vide, des liquides color^s, tels que Tencre 
ordinaire. La surface ext^rieure est rest6e teintee sur toute son ^tendue, 
mais avec une nuance plus foncee a I'endroit des pores. La membrane 
qui tapisse la surface interne a ete criblee de petites taches noires plus 
ou moins larges, irreguliferement distribuees, et situees exactement au- 
dessous des points noirs qui indiquaient les pores k la surface externe; 
en d'autres termes, les dessins de la membrane etaient exactement su- 
perposables aux dessins de la coquille. Gela prouve que les pores sont 
droits et perpendiculaires a la surface, et non, comme Tindique 
Wittich, tortueux et obliques ('). 

D*un oeuf a Tautre, le dessin des taches varie; dans un meme oeuf, 



(*) Folr pour r^tude de la respiration de Fembryon les recherches chimiques de 
MM. Pr6vost et Dumas {Dictionnaire des Sciences natureiles, t. XU, p. 112), et de MM. Bau- 
drimont et Martin Saint-Ange (Recueil des Savants etrangers, t. XI, p. 469. — Jnnales de 
Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XXI, p. igS). 

(^) M^moire cit6, Ann., p. 245. 

(') Ch. Robin, Histoire des vegStatir parasites, etc., p. 556. 
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on observe des taches de dimensions variables, mais rien qui paraisse 
correspondre aux pores gemines dont parlent MM. Baudrimont et 
Martin Saint-Ange (*). 

PindtrabiliU pour les dlements figures soUdes. — Le diambtre des pores 
de la coquille des oeufs pourrait etre assez etroit pour laisser passer les 
gaz et les liquides, sans laisser entrer les corps solides, meme les plus 
petits; aussi ai-je cherche directeiuent si certains elements organises 
pouvaient penetrer dans les oeufs. J*ai mis, par exemple, des oeufs de 
poule dans de Teau sucree en fermentation; j'ai fait le vide, puis r^ta- 
bli la pression exterieure; je n'ai point vu de globules de levure de 
bi^re sur la surface interne de la coque. Or les plus petites cellules 
isolees avaient au moins 5 milli^mes de millimetre de diametre; on peut 
done conclure que le diametre des pores ne depasse pas en general cette 
limite dans les oeufs de poule. 

Panceri a ddmontre, et j'ai verifie aprfes lui, que des moisissures peu- 
vent penetrer dans les oeufs en venant de I'exterieur. Si le diametre des 
pores par oil se fait le passage est celui du mycelium* il serait 6gal k 
I ou 2 millifemes de millimetre pour les filaments de moisissures que 
j'ai observes; mais si Ton suppose, ce qui serait possible, que les fila- 
ments s'allongent et s'amincissent pour passer, le diametre des pores 
serait inferieur au nombre precedent. 

Quoi qu'il en soit, plusieurs des pores ont un diametre superieur k 
celui des bacteries ou des vibrions; car, si Ton fait entrer dans des 
oeufs, par difference de pression, de Teau chargee de ces organismes, et 
qu'on observe ensuite la surface interne de la coque, on retrouve de 
petits batonnets identiques ^ ceux du dehors. 

Voici un exemple : 

Nombre d'organismes 
Poids des oeafs Liquide obsenr^ 

N^* d'ordre. sans liquide. introduit. entre coque et membrmoe. 

1 56,37 ^'9^ ^^^ 

2 56,75 0,69 75 

3 52,79 3,4i 4° 

k 4^1 >4 ''84 200 

(') En injectant d'abord une dissolution de perchlorure de fer, puis une dissolution de 
cyanoferrure de potassium, la masse enti^re du blanc et m6me la p6riph6rie du vitellus ont 
6t^ colorto en bleu. L'injection avait p^n6tr^ plus profond6ment qu'avec rencre, sans doute 
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Ces organismes, comme ceux du liquide, sont des bact^ries mobiles 
et des bact^ries immobiles. lis ont ^te compt^s par champ, par le pre- 
cede dont j'ai parle a la page 2^^. On voit qu'il n'y a aucune relation 
entre le poids du liquide et le nombre des organismes introduits; cela 
8*explique par les differences de diametre des pores d'un ceuf k I'autre. 

Ainsi les pores de la coquille sont assez larges pour etre traverses 
dans ces conditions paries plus petits des infusoires; mais ce qui est 
remarqnable, c'est Tinfluence du mouvement propre de ces Stres sur 
leur penetration dans Toeuf. 

J'ai prisy par exemple> hull ceufs pondus depuis quinze jours; dans quatre de 
ces oeufs, j'ai fait pen^lrer, par difference de pression dans le vide, de Feau de 
levAre contenant des bacteries immobiles, et dans les quatre autres un liquide 
oil s'eiaient developpees des bact^ries mobiles, de mSme dimension. Les 
ceufs, laves et essuyes, ont ete ouverts et examines en faisant de nombreuses 
prises sur le plancher de la chambre a air, sur la surface interne de la coque, 
sur la surface externe des membranes.' Le tableau suivant donne, pour 
dix champs, les nombres maxima et minima observes dans les deux cas, avec 
un grossissement de 5oo diam^tres. 

Nombres maxima. Nombres minima. 

NO* Bact^ries mobiles. Bact^ries immobiles. BacUries mobiles. Bactdries immobiles. 

1 800 3o I I 

2 ao 20 o o 

3 200 i5o 20 o 

4 100 3o o o 

Totaux 1120 23o 21 1 

Moyennes . 280 57 y 5\ | 

La difficuUe qu'eprouvent les organismes immobiles k traverser la 
coquille d*un ceuf, meme lorsqu'ils sont entraines avec force par un 
courant liquide et poussds par une difference de pression de plusieurs 
decimetres de mercure, permet de prevoir que, si cette force d'impul- 



parce que la surface ezt^rieure de la coque avait ^t^ un peu dissoute par le perchlorure de 
fer. J*ai cherch6 en vain, par des coupes faites dans des oeufs cuits apr^s injection, si les 
liquides avaient suivi des canaux sp^ciaux ; je n*ai remarqu6 qu'une xnasse homog6ne. Je 
dois toutefois ajouter que Texp^rience aurait besoin d'etre reprise en faisant varier les li- 
quides inject^ et les conditions de Tinjection. 

Annaiet de I'teoh Normale. a" S^rie. Tome IV. 87 
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sion n'existait pas, il leur serait trfes-difTicile, sinon impossible^ de 8*in- 
troduire d'eux-mSmes dans Tinterieur des oeufs. Cest aussi ce que 
prouve Texp^rience directe, non-seulement avec des bact^ries imroo- 
biles, mais encore avec des bacteries mobiles. 

Le 2 avrily j*ai mis dans de Teaude levdre renferroant des bacteries mobiles 
et immobiles six ceuTs achet^s dans le commerce, lis y sont rest^s successi- 
vement i, 2, 3, 4, 6 et 7 jours : dans aucun je n'ai vu d'organismes. Ainsi, 
malgre leur mobilite propre, et malgr6 lemouvement endosmotique qui a fail 
p^n^trer du liquide ext^rieur, ces bacteries n'ont pu traverser la coquille k 
la pression ordinaire. 

Ce resultat rend compte d'un fait que j'ai remarque bien des fois : 
souvent le blanc des oeufs gates suintait par tons les pores de la coquille 
et se repandait sur les oeufs voisins et sur le fond des vases. Les oeufs 
qui reposaient sur ce liquide putride et rempli d*organismes ne s*al- 
teraient point, meme apres plusieurs semaines. 

Si maintenant nous considerons que sur des oeufs naturelsil n'existe 
que des organismes desseches, toujours immobiles et souvent morts, 
nous voyons que, en abandonnant ces oeufs a eux-memes, leurs coques 
ne sont point en general traversees par des germes pouvant expliquer 
leurs alterations. 

Des moisissures seules, dans certaines conditions d*humidit6» peu- 
vent germer sur la coquille et penetrer ensuite jusqu'a Tinterieur de 
Toeuf ; mais nous avons vu qu'il s'en developpe aussi directement dans 
le blanc (*). Par consequent, la penetrabilite de la coque ne suffit pas 
pour rendre compte de Texistence et du developpement ulterieur d'Stres 



(*) Comme on le voit, dans une atmosphere humide, les moisissures traversent la coque 
plus ais^ment que les bacteries. G'est ce qui explique pourquoi, dans le commerce, la pro- 
portion des oeufs tach^ est beaucoup plus grande que celle des oeufs pourris. Elle 6tait 
de -fj en 1872 k Paris, tandis qu^elle n'^tait que de ^ pour les oeufs pourris. Pour rendre 
compte de cette aptitude des moisissures k passer par des orifices 6troits plus fecilement que 
les bacteries, on pent concevoir que les spores, en germant, ne tardent pas a couvrir la sur- 
face de la coque d'un lacis de tubes de mycelium, et que Tun de ces tubes, arriv^ en ram- 
pant jusque sur les bords d'un pore, pouss^ par une sorte de vis a tergo, s'y glisse et p6- 
n^tre ensuite jusqu*au blanc. On connait d'ailleurs la merveilleuse faculty de p^n6tratioii 
des moisissures, tesquelles s^enfoncent dans les tissus les plus ^pais et parviennent k toffter 
les parois cellulaires les mieux unies. Les bacteries, au contraire, m6me dans le cas le 
plus favorable, c'est-^-dire lorsqu'elles sont dou^ de mouvement, et que la sorfoce de la 
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organises dans les ceufs susceptibles de s'alterer; par conire, tous les 
fails observes ^tablissent de la manifere la plus certaine que ces Stres 
ou leurs germes out ete recueillis par Toeuf pendant sa formation et 
son mouvement dans Toviducte. Nous allons maintenant en donner 
les preuves. 

On ne saurait comprendre autrement la presence dans les ceufs de 
certains organismes que Ton y trouve accidentellement, outre les 
bacl^ries, les vibrioDS et les moisissures. Ainsi, d*apr^s Burdach, on 
aurait trouve des vers dans les intestins d'embryons, et des Entozoaires 
auraient ^te vus par Eschholz dans des oeufs de poule (' ). Pouchet rap- 
porte que M. Joly a observe des Infusoires cilies dans le jaune d'oeuf ('). 
M. Davaine a bien voulu me montrer un ver trouve dans un oeuf par 
M. Chatin. Ce ver, long de plusieurs centimetres, a ete determine par 
M. Davaine : c'est Vascaris de la poule; il venait evidemment du tube 
intestinal, avait traverse le cloaqueet s'etait 61eve dans le canal vecteur. 
Hoi-meme j*ai trouve dans un oeuf pondu a mon laboratoire, sur le 
flancy entre la coque et la membrane, une plage de 2 centimetres 
environ de diametre, couverte d'une couche ^paisse de levure alcoo- 
lique vieillie [fig, i3). La poule d'ou il venait ^vivait dans une cour 
oil Ton repandait souvent de la levure de biere. 

D'ailleurs I'aptitude de Toeuf a recueillir les corps etrangers qu'il 
rencontre a la surface de I'oviducte est prouv6e par beaucoup d'obser- 
vations. On cite des oeufs qui contenaient des plantes, des pierres, des 
graines, des insectes, etc.('). Moquin-Tandon appelle ovum heterylum 
tout oeuf renfermant un corps etranger. M. Reiset me communique le 



coque est hiunide, ne peuvent que courir dans la couche liquide oil elles vivent ; si rien ne 
les y force, elles n*en peuvent sortir, surtout pour traverser la colonne] gazeuse qui remplit 
chaque pore d*un oeuf et qui pour elles, eu ^gard k leurs petites dimensions, est d'une lon- 
gueur considerable. Les moisissures sont comme les racines des plantes qui s'enfoncent 
d*elles-m6mes dans les terrains les plus durs ; les bact^ries sont comme les poissons qui ne 
sortent jamais de leur element. 

(') BuBDACH, Traite de Physiologic, traduction Jourdan, t. I, p. 3i; 1837. 

(') PoucHBT, Embryogenie ties Infusoires cilids, [Comptes rendus de I* Academic des 
Sciences^ t. LIX, p. 276; 1864.) 

(') Foir Moquin-Tendon , Memoire sur I'Oologie [M^m. de la Soc, linnienne de Paris, 
t. m, p. 69-71 ; 1825.— Davainb, MSm, sur les anomalies de VoRuf (Mem, de la Societe 
de Biohgie pour i860, S* s^rie, t* II, p. a4a.) 

37« 
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fait d'une patte de banneton qu'il a trouv^e enveloppee de blanc dans 
un oeuf cuit raou. G'^tait au priotemps d'une annee oil les hannetons 
etaient tres-nombreux. J'ai observe fr^quemment des masses grises, 
irr^guliferes, de :2 a 4 millimetres de diametre, qui nageaient dans 
lepaisseur de la coucbe albumineuse : c'dtaieDt des cellules alba- 
minipares detachees du caual vecteur, que le blanc avait englob^es 
au moment de sa secretion, et qui avaient subi une sorte de degene- 
rescence graisseuse. Ge fait s'est present^ surtout avec des oeufs non fi§- 
cond^s. 

L*examen direct de Toviducte justifie completement notre bypoth^. 

Dans Fespfece de la poule, on sait que le canal vecteur, long de 
5o centimetres environ, se divise en plusieurs regions, dont cbacune a 
sa fonction speciale. Le vitellus recueilli par le pavilion parcourt ra- 
pidement les 6 ou 7 premiers centimetres de Toviducte, et s'engage 
dans une region couverte de cryptes nombreux qui deversent k sa 
surface un liquide albumineux tres-abondant. A mesure que Tceuf des- 
cend dans la trompe, il se recouvre d'une serie de couches de blanc, de 
densites sans cesse decroissantes. Son mouvement, a la fois de transla- 
tion et de rotation spirale, tord en tire-bouchons les couches albumi- 
neuses situees k ses deux poles : ainsi se ferment les ligaments connus 
sous le nom de chalazes, destines a retenir le vitellus suspend u et flot- 
tant dans un milieu plus dense que lui-meme. La portion albuminipare 
du canal vecteur est longue de a5 centimetres environ, et Tceuf met 
deux ou trois heures k la parcourir. Quand il en est sorti, il a deja la 
forme ovoide qui le caracterise. 

La region que traverse ensuite Toeuf est longue de 10 centimetres 
environ r c'est la que se forme la double enveloppe fibreuse qui porte 
le nom de membrane de la coque. Gette formation dure de deux k trois 
heures, aprfes lesquelles Toeuf, continuant a progresser, arrive dans la 
region qui doit lui fournir la coquille. 

Gette partie de Toviducte est beaucoup pluscourte que les autres; 
clle a juste la longueur de Toeuf ; elle se distingue par la forme des plis 
de la muqueuse, qui sent lanceoles, saillants et tres-presses. Apr^s cinq 
ou six heures de sejour dans cette region, la coquille est presque entife- 
rement constitute; elle a deja une grande resistance. Gependant Pceuf 
nela quitte qu'aprfesy etre reste vingt-quatre heures environ. 
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II est alors pouss6 k travers la portion vaginale de I'oviducte, jusque 
dans le cloaque, dont les parois fortement contractiles ne tardent pas 
k I'expulser au dehors. 

J'ai ouvert plusieurs poules pour rechercber si des organismes venus 
de Texterieur pouvaient remonter le canal vecteur, et jusqu'k quelle 
profondeur ils pouvaient penetrer. 

(a). Examen d'unepoule qui n'a jamais pondu.— Ay ec une baguette et une 
goutte d'eau distillee, je lave un point de la surface du cloaque, et j'examine 
la goutte au microscope; c'est ainsi que j'ai explore successivement les di- 
verses regions de Toviducte dans toutes les poules que j'ai ouvertes. Dans la 
preparation, je trouve au roilieu de cellules pavimenteuses, dont quelques- 
unes sont r6duites k leurs noyaux, environ vingt bdlonnels par champ ; ces 
bfttonnets sont immobiles, mais s'infl6chissent quand ils sont entratnes par les 
mouvements du liquide; leur longueur est de quatre a cinq milliemes de mil- 
limetre. Sur la surface du canal vecteur, je n'observe point d'organismes. 

(b). Examen d* une poule qui a pondu trois osufs,-- Surhce dn closique : eel* 
lules allong^eSy a noyau tres-visible; organismes varies et nombreux, chape- 
lets de grains, bUtonnets arlicul^s, filaments longs et 6troits; articules, dont 
la longueur depasse -|T de millimetre {Jig. i4)* — Surface de To viducte, a 2 cen- 
timetres du cloaque : cellules a cils vibratiles, cils detaches, organismes de 
mdmes formes que ceux du cloaque, mais moins nombreux. — A la base de la 
region oil se forme la coque : cils detaches nombreux, organismes semblables 
a ceux du cloaque, sauf les longs filaments, environ un par champ. — Au-des- 
sus de ce point, pas vu d'organismes. 

(c). Jvec une poule pondeuse dijA vieille, mSmes r^sultats qu'avec la pr^- 
cedente; les organismes du cloaque sont seulement beaucoup plus varies. 
J'observe, en effet : i^ des b&tonnets tres-courts et tr^s-fins, rappelant le Bac- 
ierium termo, immobiles; 2<> des b&tonnets analogues aux vibrions jeunes de 
la fermentation butyrique, avec de fines granulations, mais immobiles; 3"* de 
longs filaments immobiles; 4^ des spirillum tournant lentement sur place; 
5® une amibe doni la forme change a chaque instant; 6*^ des sortes de spores 
vieilles, ridges, a doubles contours fortement accentu^s {Jig. i5). ~ Les or- 
ganismes qui ont remonte le canal vecteur sont surtout de longs filaments. 

(d). Autre poule pondeuse,— Sur le cloaque : peu d'organismes, mais quel<- 
ques cristaux en plaques rhomboldales, rappelant certaines formes de Tacide 
urique. — Sur la surface de I'oviducte : organismes rares; a 10 centimetres en- 
viron du cloaque, je trouve une grosse spore oblongue, ayant un appendice 
caudal, et s^paree par trois cloisons transversales en quatre loges k vacuoles; 
la longueur totale de la spore est de qualre centiemes de millimetre, et sa plus 
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grande largeur de seize milliemes de millimetre. Cette spore ressemblant 
beaucoup a celles que produisent certaines moisissures parasites du bl6, 
telles que le Puccinia graminis, je tamise ie grain, melange d'avoine et de ble 
alt^re> qui sert de nourriture a mes poules, et j'observe dans la poussi^re ainsi 
obtenue une grande quantite de spores, parnii lesquelles celles du Puccinia 
graminis, et d'autres tout a fait semblables k la precedente. Ainsi s*explique 
Torigine de cette derniere. — Sur la surface de la muqueuse oil est s^cr^t^e la 
coque, j'ai vu trois spores allongees, fusiformes, un peu verditres, de 6 ii 8/x 
de longueur et de 3/:x environ de largeur, plus un long Glament a contours 
bien paralleles, de so/x au moins de longueur, et qui se distingue tr^s-neite- 
ment des cils vibratiles detaches, avec lesquels de plus petits organismes pour- 
raient aisement se confondre {/ig. i6}. 

(e). Je citerai une derniere observation. A lo centimetres du cloaque, dans 
une poule pondeuse, j'ai trouv^ deux longs Glaments organises, ayant pr&s de 
I millimetre de longueur, et ressemblant beaucoup a ceux de la poule ( b ). Ges 
organismes, qui differaient completement de ceux du cloaque, 6taient accom* 
pagnes de spores rondes, brunes, de 2|ui environ de diametre, a I'aspect un 
peu vieux. 

• 

Dans toutes ces observations, je me suis attache a ne consid^rer 
comme de veritables organismes que des articles ou filaments qui se 
distinguaient nettement des cils vibratiles isoles, soil par leurs formes, 
soit par leur longueur et le parallelisme de leurs contours. A mesure 
qu'on penetre plus avant dans Toviducte, Tobservation devient,en effet, 
de plus en plus difficile, si on la veut certaine, parce que les organismes 
sont plus rares, plus courts, plus pales que dans les regions inferieures; 
ils sont, par consequent, plus semblables aux cils vibratiles. 

Ainsi, dans les pontes qui pendent, les organismes qui vivent k la 
surface du cloaque peuvent remonter a des hauteurs variables dans 
Toviducte. Dans les poules vierges, le canal vecteur parait en commu- 
nication plus difficile avec le cloaque, et les organismes ne traversent 
pas Torifice etrangle qui les separe. 

Si I'on tient compte de la difficulte de Tobservation, et si Ton re- 
marque, d'ailleurs, que des organismes nets, filaments, batonnets ou 
spores de moisissures, penetrent, dans quelques cas, jusque dans la 
region de Toviducte oil se forme la coquille, c'est-a-dire jusqu'k lo et 
1 5 centimetres du cloaque, il est vraisemblable que les germes de ces 
organismes, ou memo de petits organismes, peuvent s'elever beaucoup 
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plus haul, jusquedans les points oil se forme la membrane coquilli^re, 
et mdme Talbumine, bien que Texamen microscopique soil gen^rale- 
ment impuissant k les y montrer. I! en resulte que Tceuf, pendant la 
formation de ses divers Elements, pent recueillir» ou non, suivant les 
circonstances, des organismes ou leurs germes, et porter en lui, par 
consequent, d^s qu'il est pondu, la cause d'alterations ulterieures. 

On voity en meme temps, que le nombre des oeufs susceptibles de 
s'alterer, variera d'une poule a Tautre, aussi bien que dans une m£me 
poule, puisque les organismes qu*on observe sur Toviducte s'elfevent a 
des hauteurs variables. 

Mais tous les oeufs qui renferment des organismes, ou leurs germes, 
ne s'altereront pas necessairement plus tard; outre qu'il faut pour cela 
quMls soient places dans des conditions convenables de temperature, 
d'humidit^, de milieu, il est probable que plusieurs de ces germes, ayant 
6te transportes accidentellement et ayant sejourn^ dans un milieu qui 
ne leur ^tait point destine, ont perdu leurvitalite. 

Ainsi s'expliquent tres-rationnellement les differences si grandes 
dans les resultatsqu'on obtient, quand on abandonne des oeufs brouilles 
ou non a leur alteration spontanee. 

Les observations qui precedent sufTiraient pour etablir que les oeufs 
qui se gatent ont pris leurs germes d'alteration dans Toviducte de la 
poule; mais voici une experience qui a le caractfere et la force d'une 
demonstration, car elle montre qu'on pent augmenter, presque k vo- 
lont^, le nombre des oeufs susceptibles de putrefaction. 

A Taide d'une petite seringue, j'ai fait une s6rie d'injections d'un liquide 
contenant environ cinq cents bact^ries mobiles et immobiles par champ, dans 
Toviducte d'une poule que j'avais separee du coq, afin que I'exp^rience ne 
fAt point troubl^e par le rapprochement de ce dernier. Le tableau suivant 
indique les injections faites et les oeufs recueillis : 

11 juin.. . . Injection de 2,'^%5 de liquide. 

12 » ... OEuf n" 1. 

Injection de ^"'yS de liquide, quatre heures apr^s la ponte de 
I'oeuf pr6c6dent. • 
i4 » ••• Injection de 2**% 5 de liquide. 
i5 » ... 0Eufn*2. 

Injection de 2^,5 de liquide, une heure apres la ponte. 
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17 » 

18 
20 » 



16 juin Injection de 2^,5 de liquide. 

... 0Eufn*»3. 

Injection de 2*^,5 de liquide, six beures apres la ponte. 
... OEufn^i. 

Injection de 2*"% 5 de liquide, cinq heures apres la ponte. 
. . . OEuf n«» 5. 

Injection de 2^,5 de liquide, trois heures apres la ponte. 

Cette injection est la derni^re. 
... 0Eufn«6. 
... 0Eufn«»7. 
... 0Eufn«8. 
... 0Eufn«9. 
i"juillet. OEuf n*» 10. 

3 » . OEufnMl. 

4 » . OEuf n«» 12. 

Tous les oeufs sont mis dans un cristallisoir que je recouvre d'une lame de 
verre, et que je laisse dans une salle expos^e au soleil. Les derniers ceufs 
ouverts I'ont et^ le 16 aoAt. lis ont donn6 les resultats suivants : 



22 D 

24 A 

27 » 

29 » 



N«» 




1 • . . . 


Pourri ; bact^ries. 


2 


Id. Id. 


3 


Id. Id. 


4 


. Sain. 


5 


. Id. 


u« . . . . 


. Poarri; bact6ries. 



7 Sain. 

8 Id. 

9 Id. 

10 Pourri; bact^ries. 

11 Sain. 

12 Id. 



II y a done eu cinq oeufs gat^s sur douze; mais on peul decomposer 
la duree dela ponte en deux p^riodes : la premiere qui correspond aux 
six premiers oeufs, et pendant laquelle j'ai fait des injections fr^quentes 
de bacteries; la seconde, qui correspond aux six derniers oeufs, et pen- 
dant laquelle il n'a 6te fait aucune injection. Or, pendant la pdriode 
des injections,' quatre oeufs se sont gates, tandis que dans la suivante 
un oeuf seulements'est gate. L'influence de I'injection est manifesto. 
J'ajouterai que trois oeufs pondus par la memo poule, les ^3, 26 et 
27 juillet, examines le i6aout, ^taient restes aussi parfaitement saiAs. 

Done L£S ORGANISMES QUI SE DEVELOPPENT DAHS LES GEDFS GAUfS 
ONT POUR ORIGIHE LES GERMES RECUEILLIS SUR L'oVIDUCTEy PENDAIfT 
liA SlSCR^IOir DU BLANC OU DES ENYELOPP^, 
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Dans les cas ordinaires, les organismes deposes k la surface du canal 
vecteur ne trouvent pas un ensemble convenable de conditions phy- 
siques et chimiques qui leur permettent de se multiplier. Si ces condi- 
tions deviennent favorables, ils peuventy prendre un d6veloppement 
capable de desorganiser la muqueuse de Toviducte et de determiner la 
putrefaction de tout ce qui est arrete dans le canal. Ainsi s'expliquent 
les resultats obtenus par GeofTroy Saint-Hilaire. 

A rinterieur d'un oeuf maintenu pendant douze jours dans Toviducte, 
afin d'y provoquer, si possible, un commencement d'incubation, Geof- 
froy Saint-Hilaire constale qu'il n'y a aucune trace d'embryon, et il 
ajoute : < Ge que j'y trouvai renferme fut ce melange confus de blanc 
et de jaune, que Ton connait sous le nom d'ceu/gdtS, et qu'on observe 
dans tons les oeufs clairs» apr^s qu'ils ont ete infructueusement couves 
par une poule. Cependant I'alteration n'allait pas jusqu'au degr6 de la 
putrefaction. Je ne m'aperQus d'aucune odeur desagreable. • 

Un autre oeuf» retenu artificiellement par une ligature, est reste 
vingt-huit jours dans I'oviducte d'une poule. A Touverture de Toiseau, 
on trouva cet oeuf enduit de blanc coagule, en couches d'^paisseurs va- 
riables. < L'oeuf ouvert, ditGeoffroy Saint-Hilaire, m'a paru aussi frais 
qu'un oeuf nouvellement pondu; je n'y apergus aucun indice d'un tra- 
vail d'incubalion. Gette circonstance eveilla d'autant plus mon atten- 
tion, qu'il s'exhalait une odeur fetide de la couche albumineuse revS- 
tissant Texterieur de la coquille; Toviducte repandait la meme odeur. 
Ainsi, tout en dehors indiquait un oeuf vieux et mauvais, et en de- 
dans, au contraire, T^tat du fluide albumineux, un oeuf tout frais : 
c'est que, sans air oxygen^, il n'y a ni respiration ni putrefaction pos- 
sibles (*). » 

Assurement, si Tattention de Tillustre savant avait pu se porter sur 
la presence de proto-organismes,il en eut trouve dans ses experiences. 
Pour nous, qui admettons la correlation de Texistence d'Stres micro- 
scopiques et de la putrefaction, ces faits montrent que Tobstruction 
de I'oviducte a place I'organe dans un etat pathologique qui a facilite 
le developpement des organismes deposes k sa surface; parallelement 
s'est produite la decomposition des oeufs. 



(*) M^moires du Museum , t. IX, p. 7. 
Annates de I'Ecole Hormale, 3< S^rie. Tome IV. 38 
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Comment les organismes qui sont a la surface du cloaque et le plus 
souvent immobiles peuvent-ils p^netrer dans roviducte et s'avancer 
a sa surface, jusqu'a plusieurs centimetres de profondeur? Si la mu- 
queuse etait malade, on comprendrait que ces petits etres» trouvant 
dans le liquide qui riiumecte un milieu favorable a leur diveloppe- 
ment, puissent se propager de proche en proche par multiplication; 
mais, dans Tetat ordinaire et normal, la muqueuse doit bien plutdt 
rejeter tout corps etranger qui aurait pu s'introduire accidentellement 
dans Toviducte. Les mouvements peristaltiques, a Taide desquels les 
poules qui pondent expulsent leurs oeufs, ne peuvent que concourir 
au meme but. Si done la progression spontanee de ces petits etres est 
impossible, il faut qu'ils soient entraines mecaniquement. Les grosses 
spores que nous avons trouv^es n'ont pas ^videmment parcouru d'elles- 
mSmes une distance de lo a i5 centimetres. 

Get entrainement s'explique, je crois, de la faQon suivante. Dans 
Taccouplement, Tut^rus de la poule s'evagine en partie et sort b^ant du 
cloaque. C'est la que le coq applique rapidement le lubercule qui rem- 
plit chez ces animaux la fonction du p^nis des quadrupfedes, et depose 
sa liqueur seminale : la copulation ne dure qu'un instant. Aussitot 
Tuterus rentre et reprend sa position naturelle. Dans cette operation, 
les parois de Tuterus ont n^cessairement touche en quelques points la 
surface du cloaque; de plus, elles ont leche la surface du tubercule et 
du cloaque du male, sur lequel, je Tai constat^, existent aussi de nom- 
breux organismes; de sorte que, en revenant sur lui-meme, Tut^rus 
enferme dans la partie inferieure de Toviducte, en mSme temps que la 
semence du coq, une certaine quantite de spores ou d'infusoires. Aprfes 
Taccouplement, les spermatozo'ides remontent le long de Toviducte et 
le parcourent dans toute son etendue, puisque la fecondation s'opfere 
dansTovaire.On ignore quelle est au juste la cause decemouvement {*); 
mais, quelle qu'elle soil, la meme force qui pousse ou appelle les sper- 



( ' ) LeuwenhoBck Ta attribu^ au mouvement spontan6 des animalcules spermatiques ; cer- 
tains physiologistes aux mouvements des oils vibra tiles, d'autres aux oontractiona vermicu- 
laires de Tut^rus; Pouchet pensait qu'au moment du coit un spasme tr^s-prononc6 de la 
partie vaginale produisait une aspiration dont Teffet ^tait d'entralner la semence ; Goste 
consid^re ce mouvement comme un simple fait de capillarity. 
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matozoides doit vraisemblablement entrainer avec eux tous les corps 
Strangers qui ont k peu prfes leurs diroensions (* ). 

L'expIicatioD precedente, qui parait la plus rationnelle^ rend compte 
en mdme temps d'une particularite dejk remarqueo. Nous avons vu que 
les oeufs non fi6condes s'alteraient d'eux-memes beaucoup plus rare- 
ment que les oeufs fecondes; en d'autres termes, au moment de la 
ponte, ils renferment dans leurs coques moins de germes d'alt^ration que 
les derniers. II faut done qu*ils en aient rencontre moins sur la surface 
de Toviduete. Cela secomprend, puisque les organismes ne peuventpas 
progresser seuls, et que, d'autre part, par Tabsence d'accouplement, 
rien ne determine le mouvemen t antiperistaltique dont nous avons parle; 
il est necessairement tres-rare qu'ils sortent du cloaque, et» dans tous 
les cas, ils doivent s'avancer trfes-peu dans Toviducte. 

k^uh£ et conclusions. 

Les fails qui sont exposes dans ce Memoire peuvent se resumer dans 
les conclusions suivantes : 

i^ En dehors du vieillissement natureU certains oeufs eprouvent 
spontanement des alterations profondes, distinctes lesunes des autres; 
j'en ai observe quatre principales : la putrefaction, le developpement 
de moisissures, la fermentation acideja production abondante de cris- 
taux. 

2^ La putrefaction dans les oeufs est correlative du developpement 
et de la multiplication de vibrioniens, bacteries au contact de Tair, 
vibrions loin du contact de Tair. Les oeufs, a ce point de vue, ne sortent 
point de la loi generale trouvee par M. Pasteur. 

3^ Des oeufs non agites peuvent se putrefier; tous les oeufs agites et 
brouilles ne s'altferent point. La proportion des oeufs gates dans les deux 
cas est extremement variable. 



(' ) MM. Pasteur et Raulin ont fait une experience int^ressante qui prouve Tinfluence des 
organismes introduits dans la poche copula trice des femelles de vers k sole en m^me temps 
que la semence du mdle. Ils ont rnontr^ qu*en trempant, avant Taccouplement, rextr^mit^ 
post^rieurc du mdle dans un liquide k vibrions, les oeufs ^taient tous contagion^ en m^me 
temps que f^nd6s. (Annales de V6cole Normale sup^rieure, 1* s^rie, 1. 1, p. i5). 

38. 



3oO ULTSSE GATOlf. 

4^ On peut faire p^netrer de Teau dans des oeufs sans qu'ils se pu- 
trefient; et» lorsque la putrefaction se d^clare^ ils renferment toujours 
de nombreux organismes. 

5^ Les embryons que I'on tue dans la coque, avant la fin de Tincuba- 
tion, ne se putr^fient pas toujours. Ceux qui resistent a cette alteration 
subissent une sorte de macdration analogue a celle qu*eprouvent les 
foetus morts dans le sein materneU mais sans developpement d'orga- 
nismes microscopiques ; quant a ceux qui ne resistent pas, ils renferment 
de nombreux infusoires. 

6^ Le developpement des moisissures produit une alteration spe- 
cials difierente de la putrefaction, mais pouvant exister simultanemenl 
avec elle. 

7^ La fermentation acide est correlative du developpement et de la 
multiplication d'organismes sp^ciaux. 

8^ Les matieres dc certains oeufs se Iransforment en donnant une 
quantite notable de tyrosine et de leucine, sans developpement corre- 
latif d'organismes. 

9^ Les organismes qui se developpent spontanement dans les oeufs 
proviennent de germes recueillis a la surface de Toviducte pendant la 
formation des differentes coucbes dont se recouvre successivement le 
vi tell us. 
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Fig, I. Appareil k percer la coquille des oeufs d'autruohe, et permettant de recueillir tout 
lo gaz produit par la fermentation putride. 

Fig, a. Tube on verre dans lequel on fait bouillir do Feau. La vapour, en passant par le 
tube effil6 B et le trocart T, tue tons Ics germes d^pos^s dans les diiT^rentes 
parties deTapparoil. 

Fig, 3. Tube pr6c4dcnt dans lequel on fait arriver les matieres d'un ceuf, puis I'air ext^rieur 
d6pouill6 de ses germes. 

Fig, 4. Tube pr^cMent 8(^par6 du trocart ct dont Tint^rieur communique librement avec 
Fair exterieur par Ic tube 6tir6 ct contourne B. 

Fig, 5. Appareil aspirateur permettant de rcnouvolor Tair dans le tube precedent, pendant 
qu'il est maintenu k uno tcmi)^rature constante dans un bain-marie. Un vide 
partiel est fait dans le ballon A k Taidc d*une pompe k main P; Fair aspir^ est 
chauffc^ dans un tube Gn d'argent L. Le flacon F permet de regler la rontr^ de 
rair. 

Fig, 6. Appareil k vis doM. Dumas pour T^tude de Taction de deux liquides s^par^ par une 
membrane mince. 

Pig, 7. Bacterium termo se d^veloppant dans les ceufs pourris au voisinage de Tair : 

ISo 
/~ai 4/*; tf = o,3a o,5 fx : G = — • 

Fig, 8. Bacteries tr6s-petites se d^veloppant aussi dans les oeufs pourris au voisinage de 
Tair et observes particuli^rement dans des oeufs de dinde : / = ifx; ff = o,2fA: 
P 45o 
I 

Fig,c^, Organismes tr6s-t6nus, de longuour variable, observes dans les oeufs pourris : 
P 45o 
I 

Fig. 10. (a) Chapelets de grains; (b) chapelets d'articles ^trangl^s; ces organismes ont M 
vus dans un oeuf pourri : G =-- — • 

Fig, II. Vibrions de la putrefaction, jounes, vivant loin de I'oxyg^ne dc Tair : / --- a & 8 /i ; 

ft i r^ 45o 

e = OySk ifx: G = - — • 
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Fig, 12. Vibrions vieux, k points brillanls, observes dans des ODufs dont la putrefaction est 

avanc^e : G = - — • 

1 

45o 
Fig, i3. Leviire alcoolique trouv^e dans un oeuf de poule : G = - -• 

iSo 

Fig, 1 4* Organismes et cellules ^pith^liales de la surface du cloaque d'une poule : G = - - • 

Fig, 1 5. Organismes observes sur le cloaque d*une autre poule - (a) articles analogues au 
Bacterium termo; (b) longs articles flexueux ressemblant k des vibrions; (r) long 

filament ;(d) spirillum \[e) amibe ; (/) spores vieilles et ridges : G = 



. • 

1 



Fig, i6 (a) et (6) Spores de moisissures trouv^s a lo centimetres du cloaque dans Tovi- 
ducte d'une poule pondeuse; (c) long article de 20 \l au moins de longueur : 

1 

i5o 
Fig, 17. Organismes trouv^s sur la surface du cloaque d'un coq : G = - — 

35o 
Fig. 18. Tonda violette a spores trte-grosses :f/=4 ^6fA:G — - — • 

45o 
Fig, 19. Spores prdc^dentes^ un grossissement plus fort : G — - - • 

45o 
Fig, 20. Torula a spores oblongues : rf ^ 2,2 ^ 3,3 f* : G -- -— • 

45o 
Fig, 21. Chapelets de spores tr^s-fines; torula sans mycelium ; r/ — 0,7;/ .: G -- - — • 

Fig, 22. Aspergillus dont le mycelium a i \jl environ de diam^tre ; les spores rondes ont 
1 ft de diam^tre. 

Fig, 23. Filaments de mycelium g^n^s dans leur d6veloppement & Fint^rieur d'un ceuf : la 
moisissure n'avait pas pu fructifier. 
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LES POLYGONES REGULIERS, 



Par M. G. MATHET, 

PROFBSSBUR AU LTC^B DE LTON. 



Le theoreme de Gauss : < Tout polygone r^gulier dont le nombre des 
cotes est un nombre premier de la forme 2" -h i peut etre construit 
graphiquement • , n'a pas ete» je crois, demontre de maniere a pouvoir 
etre donne dans des courselementaires; Texcellente demonstration que 
I'on trouve dans le Cours d'Algebre superieure de M. Serret exige du 
lecteur des notions d'Analyse assez etendues. La demonstration suivante 
repose uniquement sur une propriete des racines primitives, relatives 
a un nombre premier n. 

Rappelons d'abord qu'on appelle racine primitwe^ pour le nombre 
premier /z, un nombre a tel que a"'^* — 1 soit un multiple de n, et tel 
que, pour aucune valeur de m inferieure a n — i, a"*—! ne soit un 
multiple de n. 

De cette definition il resulte : 

1^ Que si a est une racine primitive, si m et m' sont des nombres en- 
tiers plus petits que /i — i, a'" et a"*' divises par n donnent des restes 
ou residus difTerenls; car, si le residu etait le meme, a^^-a'^ ou 
a"*' (a'""""*' — i) serait un multiple de n : done a'""'"' — i serait divisible 
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par n, ce qui est contraire a I'hypothese, puisque a est une racine pri- 
mitive. On voit sans peine que, par suite, les residus fournis par les 
differents termesde la sirie a, a?, a*,..., a^' sontles nombres entiers 
de 1 a n — I, 

2" a ' a pour residu — r, car a"-' — r ou l,a ' —i)\a* -t-i) 
£tant divisible par n, et a ' — i ne I'etant pas, puisque a est une ra- 
cine primitive, a ' +1 doit Tetre; ddoc, etc. Done : quand on multi- 

plie une puissance deapara * , le residu change seulement de signe; 
quand on la'multiplie par a"^'. le residu ne change pas. 

3" Soient {_/?§■. i) trois cercles concentriques, sur le plus grand des- 
quels sont disposees, k intervalles egaux, les puissances de a. Sur les 




deux autres son) les puissances impaires et les puissances paires, cha- 
eune, comme I'indique la figure, sur les rayons qui aboutissent aux 
points correspondants du grand cercle. 

Soient un rayon OA du cercle moyen, dont t'extremite est sur un des 
points de division de ce cercle, OB ct OB' deux rayons do petit cercle, 
aboutissant a deux divisions de ce cercle, et tels que les angles AOB et 



SDR LES POLTGONES R^GULIERS. 3o5 

AOB' soient dgaux. Si Ton fait tourner le systfeme de ces trois aiguilles, 
les angles AOB et AOB' restant invariables, de maniere ^ presenter A 
successivement k chaque division du cercle moyen, ct si Ton fait chaque 
fois la somme des puissances de a qui se trouvent en A et B, en A' et B\ 
ces sommes donnent pour residu un certain nombre, le meme que 
celui de Tune des puissances de a marquees sur le grand cercle. 

Supposons, par exemple, que, A etant sur a, B soit sur a**"; a 4- a**" 
aura un residu, qui sera le meme que celui de a* sur le grand cercle. 
Soit OC le rayon sur lequel est a*. B' se trouve en meme temps sur 
o*^'"***, et le residu de a-ho*^'""" se Irouve sur un point du grand 
cercle, que nous d^terminerons lout k Theure, et vers lequel nous me- 
nons le rayon OC Je dis que les deux aiguilles OC et OC sont invaria- 
blement liees aux trois autres OA, OB et OB', tournenl avec elles 
quand A se d6place sur le cercle moyen, et que Tintervalle GC est d*un 
nombre impair de divisions. 

En effet, si a-^a^'^ a meme residu que a*, «• -Ha*'""*^* aura le meme 
que a*"*^S a*-i- a**""*"* le meme que a*"*^*, et ainsi de suite. Done, quand A 
et B avancent chacun d'une division sur Icur cercle respectif, G avance 
de deux divisions sur son cercle, et par consequent OC tourne du meme 
angle que OA et OB. 

Si a -h a^"* a meme residu que a*, a^ -ha*'"^' a meme residu que a***"*; 
mais le residu de a* est le meme que celui de a^a""^ ou dea""*"*. Done 
^jiw-i _j.^2iiM.i ^ meme residu que a*"**'. Done, en divisant chaque terme 
par a**", a'^'"*'" -f- a a le meme residu que a*-*^*-*"*. Done Tintervalie 
de C k C' est de 2m — i divisions, nombre impair et constant avec m. 
Done, quand A se deplace sur son cercle, OG' parcourt le grand cercle, 
en tournant du meme angle que 0A> OB, OB', OC. 

Si done A parcourt toutes les divisions de son cercle, C parcourra 
toutes les divisions du grand cercle, d'une certaine parite, et C par- 
courra toutes les autres. 

4® Enfin supposons que le nombre premier n soit de la forme 2^-^-1; 
p est necessairement une puissance de a. La propriety demontr6e ci- 
dessus peut etre gen^ralisee de la maniere suivante. 

Soit a une puissance de a. Supposons rangees sur un grand cercle 
toutes les puissances successives de la racine primitive a, k intervalles 

Annalet de I'teoU Iformale, a« S^rie. Tome IV. 39 
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egaux ; puis decrivoDS a cercles concentriques, sur chacun desquels 
nous disposeroDS Tune des series 



a, a'*', 



(1) 



9.+2 



a\ a 



a\ a*^S 



7a+l 



a 



a"+'. 



I • • • I 
• • • » 



a"-*, 
a" -« ♦ 



a"^^ 



a 



W— » ♦i 



iia 



a% a' , 



a 



i« 



a"-' 



chacuue de ces puissances se trouvant sur le rayon qui aboutit a cette 
menie puissance sur le cercle exterieur. Dedoublons maintenant Tune 
de ces suites, par exemple 



tf", a^-^% a'"^*", . . , a 



in— a-*-iw— I 



et disposonsles termesa'", a^*"^"*,..., ainsique a*'*^"',a'*"^'',... sur deux 
nouveaux cercles concentriques aux premiers. OA 6taDt dirigee vers a*" 
etOB versa**^'", oil k est impair {fig. 2), pour savoir Texposant de la 



Fig. a. 




puissance de a vers laquelle OB' est dirigee, remarquons que la diffe- 
rence des exposants doit etre la meme, entre B et A» enlre A et B'. Or 
Tcxposant de a'" peut etre remplace par n — i-^ m sans que le residu 
soit change; done en B' on aura a""*'*'"'"'^*. 

Soit maintenant a^ la puissance de a, sur Tun des cercles portant les 
scries (i), vers laquelle est dirigee OC, c'est-a-dire que a' a meme re- 
sidu que a'^-t-a*"-^'". Done a^--^"" -^ a^^^^^""^"" aura meme residu que 
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cf'^^^t et ainsi de suite. L'aiguille OG tourne done du m^me angle 
que OA. 

Maintenant, commea'" peut etre remplac^ para"*^" *, a*""*^""* -i-a**^'" 
a meme r^sidu que a' : done, en divisant para**, a"-*-^'"-^* ^-a*" a meme 
residu que a'"**. Or cette puissance se trouve sur le meme cercle quea^ 
et separee de a' par un nombre impair de divisions. 

Done, quand A parcourt toutes les divisions de son cercle, Q! parcourt 
toutes les divisions du sien que G n'a pas parcourues. 

Soit maintenant propose d'inscrire a un cercle un polygene regulier 
de n cot^Sy n ^tant un nombre premier de la forme sf' + i. Si Ton pose 

9 = -9 la question revient a construire graphiquement le cosinus de 9 

ou de Tun quelconque de ses multiples. Soit 



n - 1 

- 1 



^, rr= 2 cosa 9-1-2 cosa>9 + 2 cosa^f -f . . . -f- 2C0sa ' 
^2 = 2 cosa'9 -f- 2 cosa*9 -f- 2 cosa*9 -*-... -f- aco&a • 9; 
0U9 ce qui revient au m^me, 



/I — 1 , n-1 , 



Xx = cosa 9 -f-cosa»9 -*-. . .-j-cosa ■ 9 -+- cosa * 9-1-. . .-hcosfl["*'9, 



-i-t 



j:i-=^cosa'(p 4- cosa*9 -!-. . -i-cosa * 9H-cosa * 94-... f-cosa"~'9; 

car chaque puissance de a peut etre reduite k son residu, et deux puis- 
sances dont les exposants different d'une quantity ^gale a -^^ ont des 

residus egaux et de signes contraires. On a d'abord, par une formule 
connue, 

X\ -V- Xi~- -It 

Si Ton forme le produit x^ x^^ ce produit est egal k la demi-somme 

des cosinus des arcs obtenus en ajoutant et en retranchant Tun quel- 
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conque des arcs de la premiere suite et Tun quelconque de ceux de la 
seconde. Or le coetficient de fj dans chaque terme de la seconde 
moitie de chaque suite, reduit a sod residu, est egal et de signe con- 
traire a celui qui occupe le meme rang dans la premiere moitie; de sorte 
qu'au lieu de faire les sommes et les differences il sufBt de faire les 
sommes et de doubler le resultat, le cosinus de deux arcs egaux et 
de signes contraires etant le meme. 

Or on obtiendra toutes ces sommes en reglant les aiguilles OB et OB' 
de toutes les manieres possibles par rapport a OA, et en faisant faire 
chaque fois un tour complet au systeme. A chaque tour, C et C\ dont 
le reglage change aussi chaque fois, parcourent tout le grand cercle. 
Done on obtient en definitive, pour j^iO?,, autant de fois la somme des 

cosinus qu'il y a de modes de reglage possibles, c'est-a-dire -^ fois. 

Done 

n — I 

XxXi = -z • 

j?i et X2 sont done les racines de Tequation 



n — i 

X^ -\- X 7 = O. 

4 



Soit maintenant 



-J. n 



^, = 2 cosfl 9> -4- 2C0sa*<p -I- . . . ^2 cosa * 9, 
^j — 2 cosa'9>-i- 2cosa'9> h . . . 4- 2Cosa * 9, 



ou bien 



_. 3 — -- -f. 1 



y, = cosfl 9 -f- cosfl*9> -+-... 4- cosfl ' 9 -4- cosa * 9 -f • . . . -i- cosa""' 9, 
j^a = cosa'9 -+- cosa'9 4-. . . -f- cosa * 9 4- cosa ■ 9-4-. . .4- cosa"-*9; 

et de meme 



'*-* t 



z, = 2cosfl'9 4- 2 cosa*94-. . . 4-2C0Sa * 9j 



n — 1 



2j = 2C0sa*9 -f- 2C0sa*94-. . .-4-2C0sa ■ 9, 
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ou bien 



n-l 



n — 1 



+ 1 



ir-l 



n — i 



-+-* 



3o9 



Xt = cosa*9 -f- cosa*f -f- . . . -h cosa * <p ■+■ cosa ' 9 4- ... 4- cosa*-'^, 



j5a = cosa*9> 4- 0080*7 4-. . .H- cosfl ' 94- coso * 94-.. .4-cosa«~*9 



On voit d'abord que 



Xt-^-JTi—Xx, Zi -hZi=Xi, 



Pour lesproduitsy, j^a ^tz, z^, on voit, comme ci-dessus, que chacun 
de ces produits est egal a la somme descosinus de tous les arcs obtenus 
en ajoutant chacun des arcs qui entrent dans y^ ou dans Z|, avec cha- 
cun de ceux qui entrent dans j^2 ou dans z,. 

Or, si Ton range sur deux cercles concentriques les deux series 
a, a',... eta^, a\..., puis si Tondedouble Tune d'elles, la premiere par 
exemple, sur deux nouveaux cercles, pour chaque mode de reglage 
des aiguilles OA, OB, OB', dirigees vers les divisions de ces derniers 
cercles, les points G et C parcourront toutes les divisions de Tun des 
deux cercles primitifs. Lorsque C et C parcourront le premier de ces 
cercles, la somme des cosinus obtenus sera egale a a?, ; quand ils par- 
courront Tautre, cette somme sera egale a X2. Done j, y^ sera une fonc- 
tion Iin6aire deo^i et de a?,, de la forme ao^i 4- jSo?,, a et j3 ^tant des 
nombres qui se trouveront aisement dans toute application numerique, 
mais dontia presente theorie ne donne pas Texpression. II en sera de 
meme de z^z2; doncji el 72* ^1 ^t ^a sont les racines de deux equa- 
tions du second degre, a coefficients connus. 

Que Ton pose maintenant 



n—t 



— 7 



/, =: 2C0sa9 4- 2C0sa*9 4-. . .4- 2 cosa * 9, 



n - 1 



— 3 



/, = 2C0sa*94- 2C0sa**94-. . .4- 2 cosa ' 9^ 



etainside suite; on voit sans peine, par un raisonnement identique, 
que tt et $2 sont les racines d'une equation du second degre, dans la- 
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quelle le coelBcient du second terme est — y< et dont le terme indepen- 
dant est une fonction lineaire de y^^ y^y £|. Z2. Chacune des suites 
y, 5, /,... renferme toujours un nombre de termes qui est une puissance 
de a : done chacune d'elles peut etre dedoublee comme on vient de le 
voir, et Ton arrivera a la fin k une Equation du second degre k coef- 
ficients connus, dont les racines seront les cosinus de deux multiples 
de y. 
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HISTORIQUE. 

Lorsqu'on verse un liquide mousseux quelconque dans un vase, oq 
voit naitre sur ses parois des bulles gazeuses qui grossissent, puis se 
degagent; un grain de raisin ou un morceau de mie de pain qu'on pro- 
jette dans le meme liquide se couvre aussitdt de bulles; entraine jus- 
qu'a la surface libre du liquide par ces petits ballons qui viennent ere- 
ver au contact de I'air, il retombe, s'enveloppe de nouvelles bulles 
qui I'amenent encore jusqu'a la surface du liquide oil elles se dega- 
genl, et ce mouvement ascendant et descendant se reproduit un certain 
nombre de fois. 

La connaissance de ces phenomenes doit etre aussi ancienne que celle 
des liquides mousseux; neanmoins le premier fait public sur ce sujet 



(* ) Les principaux r^sul^ts expos^ dans ce M^moire ont fait Tobjet des Notes suivantes, 
pr^8ent6es k I'Acad^mie des Sciences : 

1® Sur le degagement des gaz de leurs solutions sursaturees (Comptes rendus de l^Aca* 
deniie des Sciences, t. LXIU, p. 883; 19 novembre 1866), 

a® Influence (Vun courant de gaz sur la decomposition des corps [Comptes rendus y t. LXIV, 
p. 606; 18 mars 1867). 

3° Note relative a Inaction pretendue des liquides afaible tension superflcielle sur les gaz 
dissous dans les liquides a forte tension superflcielle (Comptes rendus, t. LXXVI, p. 89; 
i3 ianvier 1873), 
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parait etre Tobservation suivante signalee par (£rsted (* ). Dans un me- 
lange de carbonate de potasse ou de sulfure de potassium et d'acide 
chlorhydrique, lorsque reffervescence a cesse, on produit un nouveau 
degagement de buUes gazeuses en introduisant un corps solide au sein 
du liquide. L'auteur assimile ce r^sultat a celui qu'on obtient par rim- 
mersion d'un 61 de platine dans de I'eau k la surface de laquelle on ra- 
refie Tair. Gehlen avail deja fait avec le D"^ Schuster des observations 
analogues, mais aucun de ces savants n'en donna rexplication. 

Plus tard, Gay-Lussac fit, pour la premiere fois sans doute, ressorlir 
les analogies que presentait le degagement d'un gaz dissous avec la 
production des vapeurs. < Le degagement d'un fluide elastique en 
dissolution dans Teau est tout k fait analogue a I'ebullition d'un li- 
quide. Si Ton prend une liqueur fermentee, de la bicre ou du vin de 
Champagne mousseux, et que Ton attende que le degagement de Tacide 
carbonique ait cesse, on renouvellera le degagement du gaz en y in- 
troduisant une poussiere, un morceau de papier, une croAte de pain, 
ou bien en agitant violcmment le liquide. L'acide carbonique se degage 
principalement au contact du liquide avec le verre, et plus abondam- 
ment aux endroits de la surface oil il y a des asperit^s. Les bulles par- 
tant de la surface, du verre sont d'abord trfes-petites; mais elles gros- 
sissent en traversant la liqueur, parce qu'elles y etablissent une solution 
de continuite tres-favorable au degagement de Tacide carbonique. II 
semble qu'elles s'elevent en plus grande abondance du fond du verre 
que de ses parois, mais c'est une illusion (']. > On voit que Gay- 
Lussac assimile TeiTet des corps solides sur les solutions k celui qu'ils 
produisent lorsqu'on les projette dans des liquides bouillants; mais il 
attribue aux asperites une efficacit^ dont il neglige de donner Texpli- 
cation. La question ne fit aucun progrfes jusqu'a Schonbein, qui publia 
en 1837 un Memoire relatif a Taction do Teau sur Tacide hypoazo- 
tique('). Ce travail contient, avec le moyen de rendre inactifs les fils 



(') Gehlen, Journal fur die Chemie und Physik, 1. 1, p. 27; Berlin, 1806. 

(') Gay-Lu8SAG, Note sur lafixite du degre d'ebulliiion des liquides \Annales de Chimie, 
a* s^rie, t. Vll, p. Sia; 1817). 

(') Einige BeobadUungen iiber das Verhallen der salpelrichten Satire (der salpetrichte 
Sauren, Salpetersaiire von Berzelius) zu dem IVasser und eine damit in Ferbindungstehende 
eigenthiimliche Dampfbildung von \y G.-F. Schcenbein (Pogg. Ann., t. XL, p. 382; 1837). 
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de plaline, des aperQus tres-ingenieux et tr^s-nouveaux sur le degage- 
ment des gaz de leurs solutions et sur rebullition des liquides. Mais, s'il 
est facile d'interpreter les fails qu'il contient, maintenant que Ton en 
a rexplication, il n'en est plus ainsi lorsqu'on s'en tient aux termes 
mSmes du Memoire; car, a cote de vues tres-exactes, s'en trouvent 
d'autres contradictoires, comme on pent en juger par la citation sui- 
vante du court passage oil il est question de solutions gazeuses {*) : 

c Nous pourrons comparer notre melange (d'acide hypoazotique et 
d'eau) k une solution saturee d'acide carbonique dans un fluide, c'est- 
k-dire nous pourrons le considerer comme une sorte de solution de 
bioxyde d'azotedans Tacide azotique etendu. Or comme un corps so- 
lide, tel qu'un fil de piatine que Ton am^ne dans de I'eau chargee 
d'acide carbonique, exerce sur Teau contenue dans la couche liquide 
environnante une action attractive capillaire et par la aifaiblit I'attrac- 
tion de I'eau pour I'acide carbonique qui sort de sa combinaison, le fil 
de piatine agit de cette maniere sur^ I'acide azotique du melange et af- 
faiblit son attraction pour le bioxyde d'azote. 

i Mais il est clair que Taction du corps solide ne pent se faire sentir 
que sur la couche environnante, qui reste k une temperature constante, 
et eette action capillaire ne pent degager que tres-peu de gaz; aussi 
faut-il qu'une autre cause physique intervienne pour produire un dega- 
gement gazeux plus fort etplus durable : cette cause n'est pas produite 
par le piatine. » 

II resulte de la que Schcenbein regarde le piatine comme degageant 
I'acide carbonique d'une solution simplement saturee, ce qui est 
inexact; de plus, qu'il atlribue le degagement de gaz, sur les corps so- 
ndes, k une attraction capillaire de ces corps qui serait plus grande 
pour I'eau que pour les gaz, qui peuvent ainsi se degager : I'experience 
contredit aussi cette maniere de voir. Mais plus loin, et c'est alors qu'il 
est dans le vrai, comme nous le verrons, il signale I'efBcacite de I'atmo- 
sphere gazeuse qui entoure les corps solides, et il attribue k cette cause 
une plus grande activite qu'a I'autre, comme cela resulte du passage 
suivant : c De ce qui precede il resulte que tout corps solide, mSme 
non poreux comme le piatine, introduit dans le melange, degage du 

(') P^^* Ann.y t. XL,' p. SSg. 

Jnnales de I'icole Normale, 3* S^rie. Tome IV. 4^ 



3f4 !>• GERNEZ. 

bioxyde d'azote, noo simplement par attraction capillaire, mais surtout 
par la couche d'air adherente, et cela d'autant plus que la temperature 
du liquide est plus elevee. » 

Ces assertions, dont la derniere seule est conforme k rexp^rience, ne 
suffisent pas pour constituer uoe demonstration, et, comme le liquide 
mixte dont s'est occup^ Schoenbein n'est pas assimilable a priori k 
une simple solution d'un gaz dans un liquide, on s'explique comment 
il se fait que ses idees, malgre ce qu'elles avaient de remarquable, ne 
trouverent pas plus de credit pres des savants. C'est ainsi que, deux ans 
apres leur publication, Liebig (^ ) attribuait le degagement d'acide car- 
bonique que Ton produit dans les eaux min^rales, en y introduisant un 
morceau de sucre, au deplacement de ce gaz par la dissolution de Pair du 
Sucre, deplacement qui serait en raison inverse des coefficients de solu- 
bilite de Tacide carbonique et des gaz de Tair ; et de meme, Gmelin, qui 
analysa les recherches precedentes dans son Manuel de Chimie (^), signa- 
lait, d'une part, les angles et les byrds des corps solides comme pr^sen- 
tant des facilites speciales pour le degagement des gaz et, d'un autre 
cdte, s'exprimait ainsi : c Beaucoup de corps solides peuvent cepen- 
dant agir au moyen de I'air adherent, qui est soit lui-mdme absorbs 
par le liquide d'oii il chasse I'autre gaz, ou plutdt fournit les premieres 
buUes, qui alors augmentent de volume en attirant Tautre gaz. t 

11 y avait done, d'aprfes cela, trois maniferes d'envisager les choses : 
i^ les corps solides, surtout aux asperit^s, agissent par attraction de 
preference sur les liquides, d'ou il resulte que le gaz moins retenu se 
degage ; 2^ une couche gazeuse entourant les corps solides se dissout 
dans le liquide et en deplace des quantites de gaz qui sont en raison 
inverse des coefficients de solubilite; 3^ cetle couche gazeuse forme 
un centre d'attraction pour le gaz dissous. 

Gmelin, comme on vient de le voir, penchait pour cette dernifere 
explication ; mais, en Tabsence de toute demonstration, c'est la premiere 
qui fut generalement adoptee et exposee de la maniere suivante : 
< Chaque molecule d'acide carbonique en dissolution est retenue par 



(' ) Uniersuchung der Mineralquclle zu Soden und Bemerhungen fiber die ff^irkung der 
Salze auf den Organismus von Justus Liebig [Annalen der Chcmie und P/inrmacie, t. XXX, 
p. i3; i83o). 

(') Handbuch der Chemie yon Leopold Gmelin, 1. 1, p. 270-272; Heidelberg, 1843. 
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les molecules d'eau voisines qui dans rinterieur du liquide ou meme k 
une distance sensible des parois sont disposees uniform^ment autour 
de la molecule d'acide; mais, imm^diatement au contact de la paroi, la 
molecule d'acide n'est retenue en dissolution que par les molecules 
aqueuses qui se troui^ent d'un c&te, et, de I'autre cote, par la surface de 
la paroidu vase. Or on conceit que cette paroi pent retenir la molecule 
d'acide carbonique avec beaucoup moins de force que les particules 
d'eau dont elle tient la place. Les molecules d'acide carbonique pla- 
c^es centre la paroi prendront done les premieres I'etat gazeux (*). 

Pour ce qui est de Taction des corps poreux, tels que la mousse de 
platine, sur certains corps instables, outre les rechercbes conscien- 
cieuses et importantv^s de Thenard sur I'eau oxygenee, on connaissait 
une experience remarquable sigualee par Schoenbein dans le Memoire 
cite precedemment. En introduisant un fil do platine dans la couche 
inferieure liquide que Ton obtient lorsqu'on ajoute pen k pen de Teau 
k I'acide hypoazotique liquide, il avait observe sur le fil un degagement 
de bioxyde d'azote; il regardait cette couche liquide comme une disso- 
lution saturee de ce gazdans I'acide azotique et attribuait le degagement 
du bioxyde d'azote a Tatmospberegazeusecondensee autour du platine. 
Les savants ne firent pas k cette maniere de voir Taccueil qu'elle meri- 
tait : les uns, renon^ant k expliquer Taction des corps poreux, conti- 
nubrent k Tattribuer a xxnt force catalytique; les autres essayerentd'en 
rendre compte par des considerations qui ne resistent pas a un exa- 
men s^rieux. Je citerai, pour en donner une idee, celles qu'a develop- 
pees M. R. Bunsen dansses rechercbes gazometriques (^] : 

« Lorsqu'un melange d'un volume de gaz de la pile et de 2,85 vo- 
lumes d'acide carbonique est porte jusqu'au voisinage de la tempera- 
ture d'inflammation du gaz de la pile, ce dernier gaz acquerra imme- 
diatement la faculte de detoner si Ton remplace Tacide carbonique par 
de Toxygfene sans faire subir au melange aucun changement de tempe- 
rature, et, pourtant, dans ce cas, ni I'acide carbonique ni Toxygene 
ne prennent part k la reaction chimique. 

> D'aprfes cela, il est certain que les decompositions operees par la 



(') Rbgnault, Cours elemenlaire de C/Umie, 3* Edition, 1. 1, p. 357; i85i. — Fbir aussi 
Cahours, Traits de C/iimie gSnerale elemenlaire , a* Edition, 1. 1, p. Sga; i860. 

(') R. BuNSBN, MSthodes gazomdtnques, Edition francaise, p. 276 et 277; Paris, i858. 
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force dite catalytique peuvent s'expliquer d'une maniere tout k fait 
analogue et que ced phenomenes, loin d'etre extraordinaires, ne sont 
que la manifestation des effets ordinaires de I'affinit^; car, de meme 
que les molecules du gaz de la pile ne se combinent pas dans la sphere 
d'attraction de Tacide carbonique, mais deviennent au contraire aptes 
k entrer en combinaison» si, a la meme temperature, et toutes circon- 
stances egales d'ailleurs, elles se trouvcnt placees dans la sphere d'at- 
traction des molecules de I'oxygene, de meme les elements du peroxyde 
d'hydrogene peuvent se combiner en presence des molecules de Teau 
et perdent cette faculte dans la sphere d*attraction des molecules de 
peroxyde de manganese ou du platine metallique. 

i On explique de la meme maniere ce fait, qui parait etrange au pre- 
mier abord, qu*une petite quantite de platine pent decomposer une 
quantite illimitee de peroxyde d'hydrogene. En effet, partout oil le pla- 
tine est en contact avec le peroxyde d'hydrogene, il aflaiblit Taction de 
Taffinite dans la couche la plus voisine, a tel point que le peroxyde 
d*liydrogene se decompose dans cette couche, mais dans cette couche 
seulement, en eau et oxyg^ne. Par Ik, Taction du platine se trouve 
epuisee, et ce n'est que lorsque les produits de cette decomposition 
ont ete ^loign^s par des forces etrangeres, comme la pesanteur, la ca- 
pillarite, la force expansive, etc., et que, par Teffet de ces memes 
forces, de nouvelles molecules de peroxyde d'hydrogbne sont amenees 
en contact avec le platine, que la meme decomposition recommence. 

i On voit done que la force catalytique du platine ou du peroxyde 
de matiganese ne fournit pas un travail illimite, mais qu'elle exige une 
depense de force equivalente, tout comme le soulevement d'un fardeau 
par Teffet d'un contre^poids exige une depense equivalente de travail 
moteur. » 

L'expose historique que je viens de presenter montre que des ex- 
periences etaient necessaires pour elucider Taction des corps solides 
sur les solutions gazeuses; je fus naturellement conduit k les entre- 
prendre lorsque ]*eus trouve Texplication des particularites que pre- 
sentent les solutions salines sursaturees. Je vais entrer dans quel- 
ques details sur cette ^tude dont j*ai publie en 1866 (*) les principaux 

(') Comptes rendus, t. LXIU, p. 883. 
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resultats; je puis le faire avec d'autant plus d'opportUDite que, parmi 
ces details, ceux qui se trouveront daus le present Memoire et que je 
n'avais pas encore eu le loisir de faire connaitre ne se rencontrent pas 
dans les travaux etrangers auxquels mes publications anterieures ont 
donn^ lieu. 



PREMIERE PARTIE. 



SOLUTIONS GAZEUSES SURSATURfiES. 



La principale circonstance qui me parait avoir ^gare ceux qui cher- 
chaient I'explication des phenomenes que je viens de rappeler, c'est 
ridee precouQue que les solutions gazeuses pouvaient retenir au plus 
la quantite de gaz correspondant a la saturation. La facilite avec la- 
quelle les gaz semblaient se degager de leurs solutions paraissait ex- 
clure ridee que ces solutions pussent etre sursatur^es. II n'est, en 
effety question dans tons les travaux anterieurs aux miens que de 
solutions saturees; il est certain cependant que Ton operait dans les 
conditions ordinaires de la sursaturation. 

Je me suis preoccupe tout d'abord d'etablir par experience I'exis- 
tence de solutions gazeuses sursaturees; j'ai reconnu qu'une solution 
saturee graduellement de gaz a une temperature determinee et sous 
une pression constante ne produit jamais d'efTervescence dans les con- 
ditions oil Ton observe generalement ce phenomene. G'est ainsi qu'une 
solution d'acide carbonique faite en amenant dans une petite quantite 
d'eau distillee un courant de ce gaz prolong^ pendant plusieurs heures, 
et representaDt un volume cent fois plus grand que celui de Teau, ne 
degage pas de gaz en presence d'une atmosphere d'acide carbonique, 
memo quand on y introduit des corps poreux. II n'en est pas de memo 
dans le cas oil il y a sursaturation. 

On pent appeler solution gazeuse sursaturee une solution qui re- 
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tient une quantity de gaz plus grande que celle que dissoudrait, k la 
memo temperature, le meme poids de liquide si Ton amenait le gaz k 
sa surface sous une pression 6gale k celle que supporte actuellement le 
liquide. 

On obtient ces solutions de plusieurs manibres : 

i^ On fait dissoudre Ic gaz dans le liquide sous une pression deter- 
rainee, puis on eleve la temperature et, si le gaz est moins soluble k 
chaud qu'k froid, ce qui est le cas general, la solution reste pendant un 
certain temps sursaturee. 

7? On diminue la pression sans faire yarier la temperature, et le 
liquide coDserve le gaz dissous cntre certaines limites de pression. 

3"^ Enfin, comme dans Texperience d'CSrsted, on produit au sein du 
liquide, par une reaction chimique, une quantity de gaz plus grande 
que celle qui correspond k la saturation, et quand cet excedant ne d6- 
passe pas certaiues limites, le gaz reste tout entier en dissolution. 

Quel que soit le procede que Ton emploie pour les produire, les so- 
lutions sursaturees pr^sentent les memes propri^tes. Par exemplei 
lorsqu^on les verse dans un vase quelconque, ou qu'on y introduit un 
corps solide ayant ^te expose a Tair libre, on voit apparaitre sur la 
surface baignee par le liquide des buUes de gaz qui se d^gagent apres 
avoir atteint un volume suffisamment grand. Je vais indiquer les r6- 
sultats auxquels m'a conduit une etude detaillee de ces ph^nom^nes. 

I . — Les corps soUdes autour desqueU se ddgagent les buUes gazeuses 
perdent leur efficaciti au bout d^un certain temps. 

On introduit dans la solution sursaturee une tige solide quelconque 
qui n'exerce pas d'action chimique sur le liquide, un fil de platine ou 
une baguette de verre, par exemple; elle se couvre de bulles gazeuses 
adherentes; on agite la tige pour en detacher les bulles: elles mon- 
tent alors en grossissant vers la surface. Cependant de nouvelles bulles 
apparaissent en moins grand nombre; on facilite encore leur separa- 
tion par de nouvelles secousses, et, apres un certain nombre d'op^ra- 
tions de ce genre, la tige ne se couvre plus de bulles gazeuses; mais, si 
Ton enfonce dans le liquide la portion de la m6me tige non immergee 
j usque-la, elle produit une vive effervescence. 
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II. — On sijour prolongi des corps soUdes dans Veau ou dans les liquides 
qui dissolvent les gaz leur enlSve la propriiti de provoquer le ddgage- 
ment gazeux. 

Les experiences suivantes d^montrent qu'uD corps solide non poreux 
devient inactif apres avoir longtemps s^journe dans Teau ou dans un 
liquide qui dissout les gaz, tandis que la partie de la meme substance 
reside hors du liquide se couvre immediatement de bulles gazeuses. 

I® On chauffe de Teau a Tebullition au fond d'un tube mince pour 
chasser les gaz qu'elle contient et avoir ainsi de I'eau desa^ree en con- 
tact avec les parois du tube; puis on siphonne I'eau aprfes refroidisse- 
ment et on la remplace immediatement par une solution sursaturee ga- 
zeuse, par de I'eau de Sellz, par exemple. Tant que le liquide n'est pas 
arrive jusqu'au niveau prec^demment atteint par I'eau desaeree, il ne 
se degage pas de bulles gazeuses; lorsqu'il le d^passe, on voit au con- 
traire une couronne de bulles sur la partie qui n'a pas ete precedem- 
ment mouillee. 

n^ Les fils metalliques ou les baguettes de verre qu'on retire de I'eau 
ob ils ont longtemps s^joume pour les introduire dans une solution 
gazeuse sursaturee ne provoquent plus de degagement gazeux dans 
la region qui a ete mouillee, tandis que le reste du til se couvre de 
bulles. 

Ges experiences reussissent bien plus facilement lorsqu'on emploie 
les liquides qui dissolvent les gaz de Pair plus abondamment que Teau, 
tels que I'alcooU I'esprit-de-bois, I'ether, le phenol. Ainsi une baguette 
immergee pendant quelques minutes dans ces liquides, puis plongee 
dans I'eau de Seltz, ne se couvre de bulles de gaz que dans la partie 
qui n'a pas etc baignee par ces liquides. 

Certains corps poreux, dont Taction est ordinairemcnt tres-intense, 
^euvent de cette mani^re perdre toute efBcacite; c'est ainsi que le 
bioxyde de manganese qui a longtemps sejourne dans Talcool absolu 
cesse de degager I'acide carbonique de I'eau de Seltz. II en est de meme 
lorsqu'il a ete mainlenu pendant trois quarts d'heure dans I'eau bouil- 
lante et qu'on I'a laisse refroidir dans ce liquide. 
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III. — Les corps solides perdent leur propridtd sous V influence 

de la chaleur. 

Une tige metallique portee k une haute temperature dans la flamme 
du gaz ou de ralcool, et plpngee immediatemeDt dans I'eau, devient 
aussitot inactive : ainsi, un fil de platine introduit dans une solution 
sursaturee n'a plus d'efTet dans la partie recemment chauffee, tan- 
dis que de nombreuses bulles de gaz couvrent le reste du fil. Lorsque 
le fil est assez fin pour que Ton puisse porter au rouge plusieurs de ses 
parties sans que les autres soient assez fortement echaufiees pour de- 
venir inactives, on distingue a I'immersion dans une solution sursatu- 
ree les regions qui sont restees relativement froides par le chapelet de 
bulles gazeuses qui les recouvre. 

Get efiet de la chaleur s'exerce meme sur la mousse de platine» dont 
TclBcacite a produire refiervescence des solutions sursaturees est 
tr^s-grande; je suis parvenu k la rendre inactive en la chaufiant k 
blancy puis en Timmergeant dans de Teau que je faisais bouillir k di- 
verses reprises. 

Du reste, on rend les corps solides inactifs en les chaufiant, soit di- 
rectement dans une fiamme, soit en les renfermant dans un tube de 
verre qu'il sufiit d'amener k une temperature inferieure k celle oil le 
verre se ramollit. 

On pent encore ^viter le contact direct de la fiamme ou des gaz d*un 
foyer en procedant de la maniere suivante. On met les deux bouts d'un 
fil de platine en communication avec les rheophores d'une pile, etTon 
s*assure que dans la solution sursaturee il se couvre de bulles, on le re- 
tire et Ton fait passer le courant qui porte le fil k Tiucandescence; puis 
on le supprime et Tonimmerge de nouveau le fil : on constate qu'il est 
devenu inactif. 

IV. — L'dtat de poU ou de rugosite de la surface est sans influence 

sur le phdnomine. 

Les experiences precedentes donnent le meme r^sultat, que la sur- 
face soit lisse ou qu'elle soit couverte d'asp^rit^s. J'ai pris, par exemple. 
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une lame de verre dont j*ai compl^tement d^poli une des faces en la 
frottant avec du gres et, aprbs Tavoir laissee sejourner a Fair, pendant 
plusieurs jours, je Tai introduite dans de Teau de Seltz, et je n'ai pas 
observe de difTerence sensible pour le nombre des bulles sur la face 
lisse et sur la face depolie; les bulles developpees sur la face lisse m'ont 
seulement paru atteindre, avant de se degager, un plus grand diametre. 
Du reste Ic sejour de la lame dans Teau chaude ou dans I'alcool a en- 
leve rapidement k Tune et Tautre face la propriety de provoquer le de- 
gagement gazeux. 

V. — Les corps solides qui n!ont pas eu le contact de Vair sont sans action 

sur la solution sursaturde, 

Les corps solides, quels que soient leur forme et Tetat de leur sur- 
face, perdent, dans les circonstances indiquees ci-dessus, toute action 
sur les solutions sursaturees; on pent deja conclure de la que ce n'esl 
pas en tant que corps solides qu'ils provoquent le degagement gazeux 
et que, par consequent, il faut renoncer a toute explication dans la- 
quelle on attribue une influence determinante aux pointes ou aux as- 
perites que les corps peuvent presenter. Je vais indiquer quelques ex- 
periences qui etablissent directement que les corps solides qui n'ont 
pas eu le contact de Tair sont sans action sur les solutions gazeuses 
sursaturees. 

i^ Lorsqu'on introduit dans ces solutions un fragment solide d'un 
sel quelconque, soluble ou non, un cristal d'alun dans de Teau deSeltz 
par exemple, il se degage aussitot de I'acide carbonique. Si cet eifet est 
du a ce que le corps est k Tetat solide, il se produira, quelle que soit 
la maniere dontle cristal d'alun aura ^te forme et amene dansle liquide. 
Or on pent etablir que, s'il n'a pas eu le contact de I'air, il est sans 
action sur la solution. A cet efTct on introduit dans un tube de verre 
•bouche a une de ses extr^mites une solution sursaturee d'alun, que Ton 
faitbouillir pendant quelque temps pour enlever aux parois du tube 
la propriete de provoquer le degagement des gaz, et, aprfes le refroidis- 
sement, on fait arriver avec precaution, k la surface du liquide, de 
Teau de Seltz qui est plus legere et se superpose nettement a la ijolution 
saline. Les deux liquides restent en contact sans degager de gaz. On 

AnnaUs de Vtcole NormdU, a« Sdrie. Tome IV. 4> 
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louche alors, avec Textr^mit^ d'un fil de platine r^cemment chauff6 au 
rouge, un morceaud'alun, dont on detache une parcelle toujours suf- 
fisante pour faire cristalliser la solution sursatur^e de cette substance; 
si alors on enfonce rapidement le fil jusqu'au fond du tube, il y pro- 
voque la formation d'un cristal octaedrique d'alun qui adhere assez 
fortement k son extremity pour qu'on puisse le retirer sans faire cris- 
talliser le reste du liquide; on am^ne alors le cristal dans la couche 
d'eau de Seltz et, si la temperature est basse, il se dissout trbs-lente- 
ment sans qu*on observe de degagement gazeux. 

2® Lorsqu'on brise sous I'eau de Seltz un morceau de verre ou de 
tout autre corps solide vitreux, on reconnait que les surfaces qui n'ont 
pas eu le contact de Fair ne se couvrent pas de bulles gazeuscs. L'ex- 
perience pent etre realisee d'une maniere intercssante au moyen d'une 
larme batavique dont la surface a ete rendue inactive par le contact 
prolonge dans I'eau ou dans Talcool. On brise la larme batavique dans 
un verre a parois epaisses rempli d*eau; elle se transforme en une 
poudre qui se rassemble au fond du vase; on enleve rapidement Teau, 
que Ton remplace par de Teau de Seltz, et Ton constate qu'il ne se pro- 
duit aucune bulle gazeuse sur ces fragments de verre tres-petits et de 
forme anguleuse. Mais I'experience ne reussit pas avec des corps cris- 
tallises, car Tair s'insinue entre les feuillets cristallins et penetre a 
I'interieur de la masse solide. Cest ainsi qu^un fragment de bioxyde 
de manganese naturel brise sous I'eau de Seltz degage de I'acide car- 
bonique k la fois sur la surface exterieure qui a eu le contact de Fair 
et sur la cassure recente qui n'y a pas ^te expos^e. 

3^ On pent varier beaucoup ces experiences et produire dans Teau 
des corps pulverulents inactifs, mais qui produisent une vive efferves- 
cence lorsqu'ils ont sejourne au contact de I'air. Les seules conditions 
a remplir pour lesuccesdes experiences, c' est que la reaction chimique 
qui leur donne naissance ne produise pas en meme temps un gaz, et 
que Ton attende pour mettre le corps solide au contact de la solution 
sursaturee que la chaleur degagee pendant la reaction se soit dissipee. 
On prendy par exemple, de I'acide sulfurique etendu que Ton fait 
bouillir dans un tube dont les parois doviennent iuactives, et Ton y in- 
troduit une solution recemment bouillie d'azotate de baryte : un depot 
de sulfate de baryte se rissemble au fond du tube ; on enleve avec un 
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siphon le liquide et on le remplace par de I'eau de Seltz versee douce- 
ment. Yient-on a agiter un peu le tube, un nuage de sulfate de baryte 
s'eleve dans le liquide sans produire de bulles gazeuses, tandis que du 
sulfate de baryte desseche k Pair determine dans Teau de Seltz une vive 
eflervescence. On obtient le mcme resultat avec le depot de chlorure 
d'argent resultant de la reaction du sel marin sur le nitrate d'argent. 

VI. — Les corps qui ont perdu leur propriiti la reprennent lorsquHk 

ont ete exposes au contact de Vair. 

Nous venons de voir que les corps qui ont s^journ^ dans I'eau ou 
qui ont ete portes a une temperature elevee sont depourvus de la pro- 
priete de provoquer le d^gagement gazeux. On pent leur rendre leur 
activity en les laissant sejourner longtemps a Tair. On retire, par 
exemple, un fil m^tallique de la solution sursatur^e oil il cesse de dega- 
ger du gaz, et on I'introduit dans un flacon au fond duquel on a verse 
une couche d'acide sulfurique que Ton a agit^ au pr^alable dans le 
flacon pour ne conserver que les elements gazeux de Tatmosphfere et 
que Ton mainticnt ferme. La surface du fil se desseche rapidement, et, 
si on rimmerge de nouveau dans la solution sursaturee, il se re- 
couvre immediatement d'un chapelet de bulles gazeuses. Il en est de 
mSme des fils qui ont perdu leur activite par un sejour de quelques mi- 
nutes dans Teau bouillante. Pour ce qui est des corps que Ton a rendus 
inactifs en les chaufiant k une temperature elevee, ils ne reprennent 
en general leur activite qu'apr^s un temps plus long. L*exp^rience 
pent se r^aliser sans exposer le fil au contact d'autre chose que les 616- 
ments gazeux de Tatmosph^re ; il sufTit de faire rougir le fil a I'aide 
du courant de la pile dans un tube au fond duquel se trouve de Teau 
de Seltz. Yient-on k immerger ce fil des qu'il est refroidi, on observe 
qu'il ne produitaucun efiet sur la solution sursaturee; mais, si on le 
retire alors du liquide pour Tamener dans la partie superieure du 
tube et qu*on Timmerge de nouveau, au bout de dix minutes, on le 
voit se couvrir immediatement de bulles d*acide carbonique. 
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YII. — Une atmosphire gazeme quelconque determine le dSgagemeni 

du gaz dissous. 

On voit par ce qui pr^c^de, d'une part, que les corps solides qui 
provoquent le d^gagement gazeux n'agissent pas en tant que corps so- 
lides, d'autre part, que ceux qui sont devenus inactifs par leur s^jour 
dans Teau ou Taction de la chaleur ct ceux qui, comme le cristal d'alun, 
les fragments de larme batavique et le pr^cipite de sulfate de baryte, 
n'avaient pas encore ete exposes a Fair, deviennent actifs lorsqu'ils ont 
sejourne dans des vases ferm^s ne contenant que les elements gazeux 
de ratmosphere. On est ainsi naturellement conduit a attribuer le de- 
gagement de bulles gazeuses a Tair condense k la surface des corps so- 
lides et amene par eux au sein des liquides. Si cette by pothfese est exacte, 
il devra etre possible de provoquer ce d^gagement en inlroduisant 
dans la solution sursaturee une atmosphere gazeuse quelconque. Pour 
realiser Texperience, j'etranglealalampe d'emailleur, prfes deTune de 
ses extr^mites, un tube de verre dont le diametre pent etre aussi petit 
qu'on voudra; j'y forme ainsi une petite clocbe qui sert a introduire en 
un point quelconque de la masse liquide un volume d'air ou de gaz de- 
termini. Le bord de Torifice de cette clocbe ayant et6 r^cemment cbauffe 
au rouge est devenu inactif ; d*un autre cote, I'air de la clocbe se trouve 
soumis a une pression croissante k mesure qu'on enfonce la clocbe dans 
le liquide et il diminue de volume. Cependant on voit bientot I'air de 
la cloche en refouler Teau et prendre la forme d'un m^nisque de plus 
en plus convexe, jusqu'a ce que la bulle d'air qui ^'appuie sur le bord 
int^rieur du tube Tabandonne pour monter k la surface du liquide; une 
nouvelle bulle se forme, puis se degage, et le ph^nomene continue 
tant que la solution est sursaturee. Ainsi Tair introduit dans Teau de 
Seltz en degage de Tacide carbonique. Ce degagement de gaz dissous 
au contact d*une atmosphere artificielle introduite dans le liquide est 
generalement assez lent; sa vitesse augmente avec le degre de concen- 
tration de la solution et aussi avec I'elevation de la temperature. Avec 
de Teau de Seltz saturee sous une pression de 2 atmospheres et une 
cloche d'environ 2 centimetres cubes de capacite, les bulles de gaz se 
succfedent k des intervalles de plus en plus espaces, comme on peut en 
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juger par le resultat suivant d'une observatioD de ce genre prolongeei 
pendaDt un peu plus d'une heure : 



m • 

5.55 
6.45 
6.5o 
7.03 
7.34 

8.00 



m 



8.48 

9.15 

10.20 

10.45 

1 3. 40 



Mais on peut observer des degagemeDts tres-rapides avec UDe solu- 
tion d*un gaz plus soluble : par exemple, en maintenant k no degr^s une 
solution d*ammoniaque obtenue en saturant par un courant de ce gaz 
de Teau entouree d'un melange refrigerant. Dans ces circonstances, 
Tintroduction d*une cloche k air dans le liquide y produit un degage- 
ment tres-abondant de bulles gazeuses, qui toutes viennent prendre 
naissance a Torifice de la cloche : c*est une sorte d'ebuUition de la so- 
lution ammoniacale (*). 

Ainsiy une bulle d'air amenee en un point de la masse liquide se 
gonfle aux depens du gaz qui se trouve en dissolution dans les regions 
voisines; la rapidity du phenomene depend de la vitesse avec laquelle 
les couches les plus riches cedent le gaz aux couches contigues et elle 
ne peut jamais elre tres-grande. Pour determiner un degagement plus 
actif, il sufiit d'amener successivement la bulle dans des regions qui 
n'aient point encore cede de gaz. Ce phenomene se produit spontan^- 
ment lorsqu'une bulle de gaz d^tachee du fond du vase s'eleve vers la 
surface en iraversanl une couche epaisse de liquide; on observe alors 
une augmentation de volume qui est hors de toute proportion avec la 
diminution de la pression qu*elle supporte ; mais il vaut mieux donner 
k Texperience la forme suivante. On prend un tube de verre rendu 
inactif par Tun des moyens que j'ai indiques> et d'une grande longueur. 



( ' ) Gette experience, qui r^ussit tr^g-facilement avec les solutions d'ammoniaque et autres, 
ne donnerait aucun r^ullat si Ton cmployait des liquides qui pussent dtre consid^r^ oomme 
des combinaisons plus ou moins bien d^termin^es de gaz avec le dissolvant, par exemple les 
solutions d acide chlorbydrique. C'est m^me 1^ un moyen de reconnattre si, dans des condi- 
tions donnas de temperature et de pression, un gaz est combind avec un liquide ou bien 
s*il y est simplement dissous. 
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I metre par exemple; on recourbe ^ angles droits ses deux extremity/ 
puis, le tube etaat horizontal, on 1e remplit d'eau deSeltz; on Tincline 
alors de quelques degres, et, a I'aide d'un fil de platine, on fait naitre 
k Textremite la plus basse du tube une bulle de gaz qui chemine vers 
Tautre extremite en prenant tres-vite un volume qui pent etre, a I'arri- 
vee de la bulle, plusieurs centaines de fois plus grand qu'au depart, si 
rinclinaison du tube est sufiisamment faible. Avec un tube de 90 centi- 
metres de long, assez incline pour que les bulles de gaz puissent che- 
miner par Teffet de la poussee du liquide, une bulle de gaz de j de 
millimetre de diametre arrivait, au bout de deux minutes et demie, a 
Tautre extremite; son diametre ^tait alors de 2 ^ millimetres : son vo- 
lume etaitdonc devenu 4^' fois plus grand. Ici Taugmentation de vo- 
lume ne pent etre attribuee a une augmentation de pression et, d'un 
autre cot^, si le tube est pen incline, le mouvement de la bulle sera 
plus lent, et par suite elle pourra prendre des dimensions plus conside- 
rables. 

J'ai indiqu6 plus haut que mes recherches sur les solutions gazeuses 
sursaturees avaient eu pour origine celles que j'avais entreprises sur les 
solutions salines sursaturees. Or le resultat de mes experiences 6tail 
que le seul contact qui puisse determiner la cristallisation de ces solu- 
tions est celui d*une parcelle identiquea la substance que Ton fait cris- 
talliser, ou tout au moins rigoureusement isomorphe avec elle. Je me 
suis trouve naturellement conduit a rechercher si la presence d'une 
bulle gazcuse identique au gaz dissous etait necessaire pour le degager 
de sa solution sursaturee. Les experiences prec^dentes ne resolvaient 
pas la question, car Faction de Tair sur Teau de Sellz, par exemple, 
pouvait etre attribuee a la petite quantite d'acide carbonique qui s'y 
trouve normalement. Pour reconuaitre si le contact d'une parcelle ga- 
zeuse de meme nature etait necessaire au degagement, il fallait es- 
sayer sur une solution gazeuse sursaturee un gaz qui ne contint pas la 
moindre trace du gaz dissous. Pour me mettre a Tabri des difficultes 
que presente la preparation des gaz absolumeot purs, j'ai fait agir Tair 
atmospkerique sur une solution sursaturee d'un gaz qui ne pent exister 
dans I'atmosphere, le bioxyde d'azote, qui s'y transforme en acide hy- 
poazotique. L'cxperience prouve qu'il y a, dans ce cas, degagement 
du bioxyde d'azote dissous comme pour Teau de Seltz. 
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Du reste, j'ai reconnu qu'en introduisant dans de I'eau de Seltz de 
petites cloches contCDant des gaz tels que I'hydrogbne, Thydrogene 
sulfure, etc.t qui n'ont d'action ni sur Teau ni sur Tacide carbonique, 
on provoque un degagement du gaz dissous, mais ces divers gaz n'agis- 
sent pas avec la meme activite. Non-seulement ratmosphfere gazeuse 
de meme nature n'est pas necessaire, mais elle a, au contraire, moins 
d'efBcacite que les autres; c'est une parlicularite dont on trouvera plus 
loin rinterpretation. II r^sulte done de ces experiences qu*un gaz quel- 
conque determine un degagement gazeux dans les solutions sursatu- 
recs. J'ajouterai de plus qu*un courant du gaz dissous fait cesser assez 
rapidement la sursaturation : ainsi, en faisant passer un courant d'acide 
carbonique dans Teau de Seltz» ou en agitant ce liquide dans un flacon 
plein d'acide carbonique, on enleve a la solution la propriete de dega- 
ger du gaz lorsqu'on y introduit meme des corps poreux. 

VIII. — Micanisme du phenomene. 

Les experiences qui precedent etablissent done que les corps solides 
aroenes au sein des solutions gazeuses sursaturees n'agissent pas sur 
elles en tant que corps solides, mais par la couche gazeuse de nature 
quelconque dont ils sont environn^s, laquelle est suffisante pour pro- 
voquer un degagement gazeux. On doit, du reste, consid^rer un corps 
poli> quel que soit le degr6 de poli qu'il ait re^u, comme convert d'as- 
perites formant a sa surface une sorte de reseau de conduits capillaires 
dans lesquels les gaz environnants s'introduisent^t se condensenten 
quantites quelquefois considerables. Quant au micanisme du pheno- 
mena je crois qu'on pent s'en rendre compte de la maniere suivante : 
soit une bulle d'oxygfene amenee k Taide d'une petite cloche a Tinte- 
rieur d*une solution sursaturee d'acide carbonique; la couche liquide 
sursaturee en contact avec Tatmosphfere d'oxygene se trouve dans les 
memes conditions qu'un liquide en presence d'un espace vide ou rem- 
pli d'une vapeur d'esp^ce diffi^rente; il y a done degagement dans I'oxy- 
gfene de Tacide carbonique contenu dans la couche trfes-mince superfi- 
cielle, jusqu*a ce que dans I'atmosphere d'oxygene ce gaz ait pris la 
tension qui correspond a son coefTicient de solubilite dans I'eau. D'un 
autre cote, a mesure que la couche superficielle s'appauvrit, la couche 
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suivante lui cede par diffusion une partie du gaz qu'elle contient et en 
revolt en meme temps de la couche uiterieure, de sorte que, de proche 
en proche^ il arrive du gaz vers cette couche superficielle tant que 
dure la sursaturation. Le degagement se produisant ainsi sur cette 
sorte de surface libre en presence de Toxyg^ne et sous une pression 
exterieure suppos^e constanle, la buHe d'acide carbonique grossira en 
reslant adherente aux hords de la cloche oil elle a pris naissance, jus- 
qu'a ce que la poussee du liquide, qui augmente sans cesse, triomphe 
de Tadherence capillaire et entraine verticalement la bulle vers la sur- 
face libre du liquide. En s'elevant, la bulle grossit a la fois par son 
passage a travers de nouvelles couches sursaturees et par suite de la 
diminution de la pression. 

Du reste, au commencement, Tatmosphere gazeuse 6tant d'une autre 
nature que le gaz dissous se comporte par rapport ^ lui comme le vide, 
et le degagement d'acide carbonique doit etre alors tres-rapide; mais 
ce gaz se melange k Toxygene et aussitot le degagement se ralentit, 
d'autant plus que la proportion d'acide carbonique devient plus grande ; 
cependant il continue tant que la couche superficielle contient plus 
d'acide carbonique qu'elle n'en dissoudrait sous la pression qu'exerce 
ce gaz dans le melange gazeux. 

Si, au lieu d'amener de I'oxygene dans I'eau de Seltz, on introduit 
une atmosphere d'acide carbonique, il y a encore degagement gazeux; 
mais il doit etre bien plus lent au commencen^ent que dans le cas d'un 
gaz different, car la production du gaz par la couche superficielle n'est 
que remission d'un gaz dans une atmosphere de meme nature dont la 
tension est inferieure a celle qu'il faudrait produire pour faire pene- 
trer dans le liquide la quantite de gaz qui y est dissoute. 

L'experience justifie pleinement cette maniere de voir; en effet, 
dans une meme solution sursaturee d'eau de Seltz, deux petites cloches 
aussi identiques que possible, I'une a hydrogfene, I'autre a acide car- 
bonique, descendant au meme niveau, laisserent d^gager des bulles 
gazeuses successives aprbs les durees suivantes : 
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Cctte explication trfes-simple du phenoinfene suppose: i^ qu'il n'y a 
d^gagement de gaz qu*aux surfaces libres, c'est-k-dire au contact 
d'une atmosphbre gazeuse; a^ qu'a mesure qu'il y a deperdition du 
gaz a la surface libre du liquide, les autres couches liquides cedent 
par diffusion et de proche en proche une partie du gaz qu'elles con- 
tiennent a la couche superficielle, jusqu'k ce que celle-ci necontienne 
plus que la quantite de gaz necessaire ^ la saturation dans les condi- 
tions de Texperience. 

De ces deux conditions, la premiere se trouve r^alis^e dans toutes 
les experiences indiqu^es ci-dessus. On pourrait croire cependant qu'il 
se produit souvent des buUes gazeuses au sein meme du liquide ; mais 
un examen attentif de I'endroit oil elles prennent naissance ne tarde 
pas k y faire reconnaitre la presence de parcelles solides non privies 
de Tatmosphfere gazeuse dont j'ai parle plus haut. 

Du reste, j'ai reussi a r^aliser le degagement de gaz seulement k la 
surface libre, dans les conditions les plus demonstratives, en prenant les 
dispositions suivantes. J'ai nettoye avec le plus grand soin un tube de 
verre qui avait ^te lav6 successivement k la potasse, a Teau distillee et 
k Talcool bouillant avant d'etre ferm6 k la lampe k Tune de ses extr^- 
mites; j'y ai introduit une solution satur^e d'acide carbonique, sous la 
pression d'environ 3 atmospheres, et je Tai mise en communication 
avecle recipient, entibrement vide d'air, d'une pompe k mercure. Je 
n'ai observe ni sur les parois, ni k I'interieur du liquide, la production 
d'une seule buUe de gaz; j'ai continue k faire le vide et le gaz ne 
s'est pas degage davantage k I'interieur du liquide : il n'y avait deper- 
dition que par la surface. Au contraire, en recommenQantl'experience, 
apres avoir introduit dans le liquide un fil de platine non d^saere, il y 

Annates de Vicole Normale, a* Serie. Tome IV. 4^ 
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avaiU au moment oil je rarefiais Tair^ degagement si abondaDt de buUes 
gazeuses sur le fil que le liquide paraissait dtre en pleine ebullition. 
Cette experience demontre bien que, meme dans un milieu tout k fait 
vide d'air et sous la seule pression de la vapeur d*eau» le gaz d'une so- 
lution qui a ete sursaturee sous une pression d*environ 3 atmospheres 
ne se degage pas au sein du liquide lorsqu'on n'introduit pas au 
prealable dans son int^rieur une couche gazeuse quelconque. 

Quant k la seconde condition^ voici quelques experiences directes 
qui ^tablissent qu'elle se trouve toujours r^alisee : on prend un vase 
cylindrique de 20 k 3o centimetres de hauteur, on le prepare de ma- 
uihre que ses parois ne provoquent pas le degagement du gaz, on le 
remplit presque entiferement d'eau de iSeltz et on le maintient dans 
une salle dont la temperature reste sensiblement constante, pour eviter 
le melange des couches liquides. On introduit alors une petite cloche 
dans la region superieure du liquide; il se produit un degagement de 
buUes de gaz qui continue pendant un certain nombred'heures, variable 
avec la concentration de I'eau de Seltz. Lorsque le gaz emprisonne sous 
la cloche n'augmente plus de volume, on enfonce le tube davantage, 
et aprfes quelques minutes, bien que la pression supportee par le gaz 
soit plus forte, on constate un nouvel accroissement de volume qui 
prouve que les regions inferieures sont encore sursaturees quand les 
regions superieures ont cesse de I'etre; lorsqu'au bout d'un certain 
temps le degagement cesse k ce niveau on le reproduit en enfon^ant 
encore la cloche de gaz. On pent donner k cette experience une forme 
un pen difierente; on introduit dans le vase cylindrique, plein d'eau 
de Seltz, trois petites cloches a air aussi identiques que possible, mais 
dont les orifices ailQeurent k des niveaux differents, et Ton constate que, 
lorsque ie degagement gazeux a cesse dans la cloche superieure, il per^ 
siste encore pendant un certain temps dans les deux autres, puis qu'il 
cesse dans la cloche moyenne pendant qu'on pent Tobserver encore 
longtemps dans la cloche inferieure. 

On pent du reste se faire une idee de la distribution du gaz dans les 

couches successives en operant comme il suit : on prend un tube de 

1 5 millimetres de diamMre et de 4^ k 5o centimetres de longueur; on 

le prepare comme il a ete dit plus haut et on le remplit d'eau de Seltz, 

en laissant son orifice librement ouvert dans I'atmosphere. On enfonce 
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alors rapidement dans le tube ud fil de platine : il se couvre imm^diate- 
ment de buUes gazeuses de grosseur uniforme ; mais, si Ton abandonne 
le tube k une temperature sensiblement constante pendant plusieurs 
heures et qu'on immerge de nouveau le fil, on constate qw les bulles 
qui se ferment dans les couches voisines de la surface libre sont beau- 
coup plus petites que les autres. Si Ton r^pete rexp^rience chaque jour, 
on reconnait que la region ou les bulles sont le plus petites s'^tend 
graduellement vers le bas» et Ton arrive enfin k trouver que le fil ne se 
couvre plusde bulles gazeuses que dans la region inf^rieure et sur une 
longueur qui diminue graduellement. 

II r^sulte de la que les couches gazeuses sursatur^es les plus riches 
cedent de proche en proche une partie du gaz dissous aux couches su- 
perficielles; mais cet echange est extrSmement lent, et dans un tube 
de 4o centimetres de long et de i5 millimetres de diamfetre j'ai pu 
suivre les particularit^s du phenomfene avec la meme solution sursa- 
tur^e pendant plus de six mois. Ainsi se trouve confirmee dans ses 
divers details Texplication proposee ci-dessus. 

IX. — Verification a posteriori de V explication pricidente. 

Les experiences qui precedent nous ont conduit k attribuer le d^ga- 
gement des gaz des solutions sursaturees k Texistence d'une atmo- 
sphere gazeuse agissant comme nous venons de le dire. Nous aliens 
passer en revue quelques consequences de ce r^sultat, dont nous don- 
nerons ainsi une verification experimentale. 

Si ledegagement gazeux produit par les corps solides est determine 
par le reseau de conduits' capillaires qui s'ouvrent k la surface des 
corps » il devra etre d'autant plus abondant que ces conduits seront 
plus nombreux. G'est ce que Ton observe en efiet : ainsi» dans une so- 
lution gazeuse sursaturee, les corps poreux, comme le noir ou la 
mousse de platine, produisent une vive effervescence qui persiste trfes- 
longtemps. 

Au contraire, si ces canaux se reduisent k des sillons largement ou- 

verts, oil Tarrivee du liquide emprisonne de I'air, le degagement de 

chaque bulle gazeuse formee dans cette atmosphere Tentrainera en 

partie, et lorsqu'un certain nombre de bulles se seront d^gag^es, il ne 

43. 
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restera plus de gaz pour amorcer le ph^nom^De : c'est encore ce que 
Ton constate k la surface des corps non poreux. 

L'effet d'un contact prolong^ avec les liquides s*explique trfes-bien 
par la dissolution lente des gaz condenses ^ la surface des corps immer- 
g^s. Quant k Taction de la chaleur, on s*en rend compte en consid^rant 
que les gaz sont chassis en grande partie par la dilatation. De plus* 
lorsque le corps est chauffe au rouge avec le contact de Tair, les ma- 
tiferes organiques pulv^rulentes ou grasses depos^es k sa surface, et qui 
y ferment dc nombreux sillons pouvant emprisonner de Tair, se trou- 
vent d^truiteSy et la surface du corps est debarrassee de la couche ga- 
zeuse qui etait retenue dans les anfractuosit^s de la surface. 

Cette action d'une atmosphere gazeuse sur les gaz retenus en solu- 
tions sursatur^es par les liquides rend compte d'un certain nombre de 
phenomfenes : elle explique comment une solution sursatur^e gazeuse 
exposee k Pair s'appauvrit peu k pen par la surface; comment un cou- 
rant d'air ou d'un gaz quelconque enlfeve rapidement d'une solution 
tout Texc^dant de gaz dissous, si le courant gazeux est de mSme nature, 
et la totalite de ce gaz si le courant est de nature differente. Elle rend 
compte aussi de reffervescence trfes-vive que Ton produit en agitant 
avec de Fair une solution gazeuse sursatur^e. Dans ce cas, en effet, 
on introduity par 1 'agitation, un grand nombre de buUes gazeuses qui 
ferment chacune une atmosphere dans laquelle le gaz dissous se d6- 
gage; ces buU es^ tres*petites d'abord, yrossissent tres-ra pidemen t^ for- 
ment avec des liquides convehables line mousse si abon^iani^y qu'apr^s 
un tres-petit nombre de secousses I'exc^dant de gaz persistant en 
dissolution a totalement disparu. Eufin elle donne la raison de Feffer- 
vescence qu'on determine lorsque Ton comprime brusquement de Tair 
k la surface d'un liquide mousseux ; chaque bulle d'air qui p^n^tre dans 
le liquide sert d'amorce au d^gagement gazeux. 
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DEUXifiME PARTIE. 

DecoMPOsmoN de certains cx)rps au contact dune atmosph^e gazeuse. 



II r^sulte (les fails rapport^s dans la premiere Partie que TiDtroduc- 
tion d'une atmosphere quelconque au sein d'une solution gazeuse sur- 
saturee determine le d^gagement d'une portion du gaz dissous egale h 
Texces de la quantity qui s'y trouve contenue sur celle qu'on y pourrait 
dissoudre de Texterieur dans les conditions de rexperience, et cela 
quelle que soit Torigine de la solution sursatur^e, qu'elle provienne 
d'une diminution de pression, d'une elevation de temperature ou de la 
formation au sein du liquide d'un poids de gaz sup^rieur k celui qu'il 
pourrait normalement en dissoudre. 

La facility avec laquclle on pent ainsi degager le gaz dissous dans les 
liquides au moyen d'une atmosphere gazeuse qu*on y introduit m'a en- 
gag^ k rechercher si je ne pourrais pas par ce moyen determiner la se- 
paration de certains composes liquides en jeurs elements gazeux. L'ex- 
perience a justifie cette prevision et je vais indiquer les resultats que 
j'ai obtenus : i^ avec les substances dont les elements s^pares peuvent 
se recombiner ^ la temperature de Texperience; 2^ avec celles dont les 
elements separesne peuvent pas, dans les memos conditions, r^generer 
le compost primitif. 

I. — Cos des composis susceptibles de dissociation. 

Pour augmenter la quantite de gaz separ^, il convient de renouveLer 
fr^quemment I'atmosphere gazeuse introduite au sein du liquide : a cet 
effet on le fait traverser par un courant de gaz. Si Ton emploie, par 
exemple, des solutions de sulfhydrate de sulfure de potassium bien 
cristallise, r^cemment prepare et debarrasse par un courant d'air de 
rhydrogene sulfure interpose m^caniquement» on reconnait qu'un cou- 
rant de gaz inerte d'azote ou d'hydrogene^ lav^ au prealable dans une 
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lessive alcaliDe, entraine immediatemeot de I'hydrogfene sulfur^ k la 
temperature ordinaire. 

Pour e viler toute objection, voici la disposition qu'il convient de 
donner k Texperience : Tair appele par un aspirateur traverse un long 
tube contenant des fragments de potassecaustique qui absorbent I'acide 
carbonique; il passe alors k travers la solution, preparee au moment 
memo, de sulfhydrate de sulfure de potassium, et contenue dans une 
eprouvette k pied, puis passe k travers deux longs tubes en U dont le 
r61e est d'arrSter les gouttelettes de la solution qui auraient pu Stre 
entrainees m^caniquement; enfin il arrive dans un tube coudS et in- 
cline contenant seulement quelques gouttes d'une solution de sous- 
acetate de plomb que chaque buUe d^air entraine dans la partie as- 
cendante du tube, d'oii elles redesccndent pour Stre soulev^espar une 
nouvelle bulle : de cctte maniere on force la bulle k rester le plus long- 
temps possible en contact avec le liquide et, comme il y a peu de liquide, 
on reconnait plus vite la presence de Thydrogfene sulfur^. 

De meme, si Ton opere sur des solutions d'autres sels bien cristal- 
lises, tels que les bisulfites ou les biacetates alcalins, on trouve 
qu'il se d^gage de Tacide sulfureux ou de Tacide acetique. La decom- 
position va plus vite avec les bicarbonates : un courant d'hydrogfene ou 
d*air prive d'acide par le passage dans un tube k ponce potass^e de plus 
de I mfetre de longueur, traversant une solution de bicarbonate de 
chaux ou de baryte, enlfeve de Tacide en meme temps qu'il se depose 
des carbonates insolubles. Cette experience n'est en realite que la repro- 
duction rapide du phenomene de decomposition que presente lente- 
ment la solution de ces bicarbonates exposes k Tair et qui donne lieu 
aux depots calcaires dans les sources incrustantes. 

Mais I'experience realisee avec le bicarbonate de potasse donne un 
resultat beaucoup plus inattendu : en effet cc corps est trfes-bien cris- 
tallise et il ne parait pas subir la moindre alteration spontanee k la tem- 
perature ordinaire; cependant, si Ton fait traverser une solution de ce 
sel par un courant d'air que I'on a prive d'acide en le faisant passer 
dans de longs tubes k potasse, on enleve, memo k la temperature de 
lo degres, desquantites d'acide carbonique graduellementcroissantes. 
Du reste, la quantite d'acide enlevee en un temps donne par le courant 
d'air augmenle assez rapidement avec la temperature. 
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Ces ph^Qomfenes de decomposition ne s'observent pas seulement avec 
leg corps dont un des elements est gazeux a la temperature ordinaire, 
comme Tacide carbonique» I'hydrogene sulfure et Tacide sulfureux, on 
pent les manifester avec un grand nombre de composes, pourvu qu*on 
opbre k une temperature convenable. C*est ainsi que les azotates aban- 
donnent de I'acide azotique k des temperatures de beaucoup inferieures 
a celles que Ton regarde comme temperatures de decomposition de ces 
corps. L'azotate de magnesie» par exemple, chauffe k i5o degres dans 
UD courant d*air prive d'acide, perd pen k pen de Tacide azotique et 
prisente alors une reaction alcaline. 

L'azotate d'ammoniaque presente des particularites plus cujrieuses 
encore : purifie par plusieurs cristallisations, ce sel neutre, chaufie au 
bain-marie au-dessous de i5o degres dans une cornue, abandonne k un 
courant d'air prive d'acide carbonique une certaine quantite d'ammo- 
niaque en meme temps que le liquide restant devient trfes-manifeste- 
ment acide. 

Des particularites du meme genre s'observent encore lorsqu'on fait 
passer un courant d'air sec ou d'un gaz inerte k travers les acides hydra- 
tes, tels que I'acide azotique, Tacide chlorhydrique, etc., maintenus h 
des temperatures constantes; et, d'une manifere generale, on pent dire 
que les composes salins dissous semblent ceder k un courant gazeux une 
quantite determinee de celui de leurs elements qui est volatil k la tem- 
perature de Texperience. 

Dans ces circonstances, quel est le role du courant gazeux? Chimi- 
quement, il n'a d*action sur aucun des elements du liquide qu'il tra- 
verse et il en sort sans avoir subi d'alteralion. Quant aux substances 
qui cedent au courant de gaz un de leurs elements, elles sont capables 
de lereprendre k la meme temperature; elles presentent done le phe- 
nomene de la dissociation dont les caractferes ont ete signaies, pour la 
premiere fois, par M. H.Sainte-ClaireDeville. D'aprfescela, si Ton admet 
que les divers composes dont nous avons parie ont, k la temperature 
ordinaire et k I'etat de dissolution, une tension de dissociation deter- 
minee, quoique trfes-faible, ils emettront par leur surface, dans une at- 
mosphere limitee, une petite quantite de gaz, constante dans les memes 
conditions de temperature et de milieu; mais, si Ton renouvelle la 
couche gazeuse en contact avec le liquide, ou si, par un courant gazeux 
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int^rieur, on augmente la surface libre du liquide, on provoquera le 
d^gagement de quantit^s incessaminent renouyeUes de Tel^meDt vola* 
til. C'est ainsi, par exemple, que> le bicarbonate de potasse 6mettant ^ 
I'6tat de dissolution une quantity trfes-faible d'acide carboniqne, 1*68- 
pace en contact avec le liquide se trouve bientot satur^, et la decompo- 
sition s'arrSte; maist si Ton enlfeve Tacide carbonique d^gag^ et qu'on 
renouvelle I'atmosphfere, il s'en produit une nouvelle quantity qui sa- 
ture I'espace en presence, de sorte que le passage du courant de gaz 
inerte entraine bientdt une quantite d'acide carbonique notable. 
Vient-on k Clever la temperature, la tension de dissociation augmente, 
et la quantity d acide carbonique fournie pendant le mSme temps au 
courant de gaz inerte est plus considerable. 

Cette mani^re de voir a &te confirmee* a I'epoque ou je Tai formulee 
pour la premiere fois, par une experience remarquable de M. Debray» 
qui a montre que dans le vide le carbonate de potasse sec emet k la 
temperature ordinaire desquantites appreciates d'acide carbonique (*). 

On voit, du reste, I'identite que presentent le degagement d'un gaz 
d'une solution sursatur^e dans une atmosphere gazeuse et la decompo- 
sition des composes dont je viens de parler, qui emettent dans les memes 
conditions un de leurs elements gazeux. 

IL — Cos des composes dont les elements ne se recombineni pas 
directement. Explication de certains phdnomines dits catalytiques. 

Dhs Torigine de mes recherches sur les solutions sursaturees, je fus 
frappe de I'aualogie que presentait Teffervescence de ces solutions au 
contact des corps solides quelconques avec la decomposition de quel- 
ques composes trfes-instables, tels que Teau oxygenee determinee par 
certains corps jouissant de proprietes dites catalytiques. Aprfes de nom- 
breuses experiences comparatives faites sur Teau oxygenee et sur 
d'autres composes instables, je reconnus que les substances dont le 
contact provoque leur decomposition doivent cette propriete k I'atmo- 
sph^re gazeuse qu'ils introduisent au sein du liquide et que leur mode 
d'action sur ces corps est le meme que sur les solutions gazeuses sur- 



(') Comptes remliiSy t. LXIV, p. 606. 
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satur^es. Je vais indiquer sommairement quelques-unes de ces expe- 
riences. 

Je me suis servi particulibremenl de solutions d'eau oxyg^nSe, trfes- 
l^gferement acides, dont la decomposition spontan^e est trfes-lente k la 
temperature ordinaire; elles peuvent se consenrer plusieurs moisdans 
des tubes de verre sans perdre la totalite de leur oxygfene et sans 
qu^une seule bulie de ce gaz se d^gage sur les parois des tubes, si Ton 
a eu soin d*en preparer la surface de manifere k la d^barrasser de la 
couche d'air adherente; seulement elles emettent par leur surface une 
certaine quantite de gaz, et sous ce rapport elles se comportent comme 
les solutions gazeuses sursaturees. 

Si Ton introduit dans I'eau oxyg^n^e une lame de platine, sa surface 
se couvre de bulies de gaz absolument comme si elle etait baignee d'eau 
de Seltz; mais vient-on k la faire sojourner pendant quelques minutes 
dans Teau bouillante ou k la chauffer au rouge, puis a Timmerger im- 
m^diatement dans Teau, cette m^me lame refroidie devient absolument 
sans effet sur Teau oxygenee comme sur Teau de Seltz. Cost, du reste, 
un fait bien connu que Teau oxygenee pent rester au contact du pla- 
tine laming sans ^prouver de decomposition manifesto; ainsi, on opere 
dans une capsule de platine lorsqu'on veut preparer de Teau oxygenee 
par Taction du bioxyde de baryum sur Tacide fluorhydrique. 

Les fils de platine se comportent de la memo maniere, et Ton pent, 
en chauffant le memo fil en des points convenablement espaces, obtenir 
des regions alternativement inactives et actives qui se manifesteront 
par I'immersion dans le liquide. 

La limaille de platine est plus active, mais on pent la priver de ses 
proprietes par les mdmes moyens. 

Si Ton op^re avec de Teponge de platine qui est creusee d'un grand 
nombre de canaux capillaires ou les gaz se condensent facilement, on 
observe qu'elle produit une vive effervescence dans I'eau de Seltz comme 
dans Teau oxygenee. Ici encore on pent enlever au platine son activity, 
mais plus difficilement que dans les cas precedents, et cela se com- 
prend aisement, puisqu'il faut expulser le gaz des canaux trfes-etroits 
qui le contiennent. A cet effet, on chauffe k blanc Teponge de platine 
retenue a I'extremite d'un fil de memo metal et on Timmerge brusque- 

AnnaUs de VicoU Normale, 3* Sdrie. Tome IV. 4^ 
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ment dans de Teau maintenue en Ebullition ; on laisse refroidir^ pais 
on fait bouillir de nouveau, et ainsi de suite un certain nombre de fois. 
Dans ces operations alternatives, les gaz sont entraines par la vapeur et, 
pendant le refroidissement, Teau penetre dans les conduits capillaireit 
oil elle dissout pen k peu tout le gaz restant. On finit, ayec un peu de per- 
severance, par obtenir des fragments d'Eponge de platine qui sont k lia 
fois sans action sur Teau de Seltz et sur Teau oxyg^n^e. Du reste, on 
pent reconnaitre qu'k mesure que I'opEration est plus avancEe, le 
nombre des points du fragment ou les gaz se degagent devient de 
moins en moins Eleve. Dans ces manipulations, la substance n'a subi 
aucune modification, car, si on la retire pour I'exposer pendant quel- 
que temps dans une atmosphere s^che, meme k Tabri des poussi&res 
atmospheriques, elle redevient active. 

Les autres corps qui decomposent trfes-Energiquement Teau oxygd- 
n^e dans les conditions ordinaires perdent leurs proprietes lorsqa'on 
leur enlfeve la couche gazeuse condensee k leur surface. 

Ainsi Tor obtenu par precipitation du chlorure dans une solution 
bouillante de sulfate de fer, Targent precipite du nitrate par le zinc 
deviennent inactifs lorsqu'on les a maintenus queique temps dans I'eau 
bouillante. 

II en est de meme de la fibrine conservee depuis longtemps dans 
Talcool ou traitee pendant queique temps par Teau bouillante. 

Je viens de dire que les effets de I'eponge de platine sur Teau oxy- 
g^n^e Etaient de tons points les memes que sur I'eau de Seltz; il en est 
ainsi, en effet, dans les premiers instants du contact, mais bientdt se 
manifesle une difference : tandis que dans I'eau de Seltz I'activite de 
I'efTervescence diminue avec le temps, elle augmente, au contraire, 
dans I'eau oxyg^nee. Ce phenomfene s'explique aisement : dans I'eau 
de Seltz la quantite de gaz contenue dans les couches liquides en con- 
tact avec I'eponge va en diminuant; de plus, s'il se produit dans ces 
couches une variation de temperature, c'est une diminution toujours 
tres-faible, tenant k ce que I'acide carbonique dissous prend de la cha- 
leur pour se degager a I'etat de gaz. Au contraire, I'eau oxygenic, qui 
appartient a la categoric des corps que M. H. Sainte-Claire Deville a 
appeles explosifs, se decompose avec un degagement de chaleur qui 
favorise la decomposition des couches liquides qui environnent la 
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mousse de platine, de sorte que le ph^uom^ne commence sous I'io- 
fluence de Tatmosphere gazeuse introduite se continue surtout par 
I'aclion de la chaleur degagee et avec d'autant plus d'intensite que la 
decomposition est plus rapide, de telle sorte que, si le liquide, dont la 
chaleur specifique est considerable, n'enlevait pas la plus grande 
partie de la chaleur degagee, il y aurait explosion. Cest ce que Ton 
observe quand on verse de Teau oxygenee sur du noir de platine, qui 
condense une grande quantity de gaz, est pulverulent et par suite mau- 
vais conducteur de la chaleur, ou encore sur I'oxyde d'argent, qui jouit 
de proprietes analogues. Le noir de platine est porte k I'incandescence 
avec un violent degagement de gaz, si I'eau oxygenee est concentree, 
et Toxyde d'argent, qui dejk se decompose a loo degres d'une manifere 
sensible, est chauffe assez fortement pour perdre la totalite de I'oxy- 
gene qu'il contient. Du reste, la reduction de cet oxyde et des oxydes 
de platine, d'or et de mercure avait ete d^ja regardee par Thenard 
comme une consequence du degagement de chaleur. II n*y a, comme 
on le voit, rien d'extraordinaire dans ces phenom^nes. 

Toutes les particularites que presente la decomposition de I'eau oxy- 
g^n^e, et qui ont et^ ^tudiees avec lant de soin par Thenard, s'expli- 
quent de la memo manifere. G'est ainsi qu'on se rend compte des divers 
degres d'activite de Targent, suivant qu'on Temploie sousdiverses 
formes; en lingotil se couvre a peine de bulles, il est plus actif k Tetat 
de limaille, et beaucoup plus lorsqu'il a ^te pr^cipite par le cuivre et 
seche. Sous ces divers etats, ce metal condense en effet, in^galement, 
les gaz de I'atmosphbre, mais il devient completement inactif lorsqu'on 
Ten a prive. 

Les substances qui agissent le plus energiquement sent celles dont 
les pores condensent le plus facilemenl les gaz : tels sent le charbon, 
qui d^gage de Toxygene sans former d'acide carbonique, et les metaux 
poreux, tels que Tor, le platine, le palladium, le rhodium, Tiridium et 
Tosmium. 

On s'explique aussi facilement Taction singuliere de la fibrine du 
sang. Thenard a constat^ que la fibrine fraiche determine une decom- 
position tr^s-vive de Teau oxyg^n^e sans ^prouver d' alteration dans sa 
constitution chimique; or on saitque cette substance s'obtient en bat- 

tant le sang frais au contact de Fair avec une verge d'osier, les fila- 
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ments de fibrine s'attachant sur les baguettes. Leur action sur I'eau 
oxyg^nee tient non pas k leur nature^ mais k Tatmosph^re gazeuse 
adh^rente k leur surface. Nous avons vu» en effet, que si Ton enlbve 
les gaz condenses k la surface de cette substance, soit par Taction de 
Teau bouillante, soit encore, sans variation de temperature, par on 
s^jour prolonge dans Talcool, elle devient absolument inactive. 

Une autre action trfes-intense est celle du bioxyde de manganese qui 
a son maximum d'effet k T^tat pulverulent. La persistance de cette ac- 
tion, lorsqu'on essaye de priver cette substance des gaz condenses, 
parait tenir k ce que, dans les solutions d'eau oxygdn^e rendues l^gere- 
ment acides par Tacide sulfurique, il pent se produire une petite quan- 
tite d'oxygene qui sui&t k amorcer la decomposition et dans les solu- 
tions qui contiennent de Tacide chlorhydrique une petite quantity de 
chlore qui agirait dela memo maniere. 

II n'y a done pas lieu d'attribuer aux substances qui, apr^s avoir si- 
journekTair, decomposent Teau oxygenee, les proprietes speciales que 
Ton a appel^es catafytiques, puisque ces propri^t^s dependent essen- 
tiellement des gaz qu*elies ont condenses, et qu'il est possible, sans 
changer leur nature chimique ni leur etat physique, ni mdme leur 
forme, de leur enlever ces proprietes decomposantes. 

On observe des phenomfenes analogues aux precedents avec certains 
liquides instables, susceptibles d*abandonner un element gazeux lors- 
qu'on les soumet k Taction des corps poreux, k des temperatures infe- 
rieures k celles ou elles produisent un degagement gazeux ostensible. 
Je vais indiquer quelques exemples d'aciions de ce genre. 

Je commencerai par rappeler Tobservation due k Schoenbein et que 
j'ai mentionnee plus haut (p. 3i3). Si Ton superpose de Teau a de 
Tacide hypoazolique liquide, et qu'on introduise un fil de platine dans 
le liquide infericur, il se produit un degagement de bioxyde d'azote. 
Pour demontrer que cet effet n'est pas du k la gaine d'eau amenee dans 
Tacide hypoazotique par le fil de platine, Schoenbein faisait un melange 
d'acide hypoazotique avec un volume d'eau de cinq k dix fois plus 
grand, et lorsque la vive effervescence produite par le degagement de 
bioxyde d'azote de ce melange avait cesse, et qu'il ne se degageait plus 
que de tres-petites bulles de gaz, Schoenbein introduisait un fil de pla- 
tine qui se couvrait de bulles de gaz; il n'avait pas hesite k attribuer, 
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comme nous TavoDs rappel^ plus haul, cet effet a la couche d'air amenee 
par le fil de platine. 

Ce phenomfene rentre dans la categoric de ceux que presente I'eau 
oxygen^e : on peut utiliser cette action de I'eau sur Tacide hypoazo- 
tique pour realiser avecbeaucoup de facilite des experiences analogues 
a celles que j'ai rapportees sur cette substance. Yoici les conditions 
dans lesquelles il convient de se placer pour les reussir k coup sur : 
on commence par nettoyer un tube de verre de diam^tre quelconque, 
en le passant a la potasse, puis a Teau distillee, puis a I'acide sulfu- 
rique, et enfin k I'eau distillee. On y laisse une couche d'eau de 8 k 
lo centimetres de hauteur, on la fait bouillir pour enlever Tair qui 
pourrait encore adherer aux parois du tube, puis on refroidit le tube 
vers la temperature de la glace fondante. On verse alors dans le tube de 
Tacide hypoazotique liquide, pr6alablement refroidi, qui traverse I'eau 
etse rassemble au fond du tube sous forme d'un liquide bleu; on intro- 
duit ainsi une couche de 2 k 3 centimetres de hauteur sans observer de 
d^gagement gazeux. On retire alors le tube du bain refrigerant et on le 
laisse reprendre peu k peu la temperature ordinaire, soit, par exemple, 
i5 k ao degr^s : il ne se d^gage pas une seule bulle de gaz. Yient-on k 
introduire un fil de platine desa^re dans le liquide bleu inferieur, que 
Ton regarde comme etant de I'acide azoteux, il ne produit aucun effet, 
malgre I'eau acidulee qu'il amfene dans le liquide bleu. Au contraire, 
si le fil de platine n'a pas 6i& d^barrasse de la gaine d'air adh6rente, il 
provoque un vif d^gagement de bioxyde d'azote qui cesse dhs qu'on re- 
tire le fil pour recommencer par une nouvelle immersion. 

La nature de la substance introduite est tout k fait sans influence 
sur le ph^nomfene, qui ne depend que de la presence d'une atmosphere 
gazeuse. On realise, en effet, tout aussi facilement la memo experience 
en introduisant dans le liquide inferieur une bulle d'air k I'extremit^ 
d'un tube capillaire de verre prealablement chauffe et inactif. L'arriv^e 
' de la bulle d'air provoque un vif degagement, qui cesse brusquement 
d^s qu'on retire le tube. 

L'intensite du degagement augmente avec la temperature k laquelle 
on soumet le liquide. Elle devient tr^s-grande, toutes choses ^gales 
d'ailleurs, lorsqu'on substitue k un fil de platine un corps amenant de 
I'air en un grand uombre de points, par exemple un morceau d'^ponge 
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(le platine; dans ce cas, le degagement ressemble k une veritable ex- 
plosion ; il cesse, du reste, instantanement des que Ton retire le corps 
qui le provoque. 

II y a done decomposition de I'acide azoteux a une temperature et 
dans des conditions oil il ne se produirait pas une bulle de bioxyde 
d'azote si Ton n*introduisait dans ce liquide une atmosphere gazeuse. 

Yoici une autre experience que j'ai r^alisee avec le meme liquide 
dans un tube de verre nettoye avec le plus grand soin. J'ajuste ce tube 
par un tube de caoutchouc avec une pompe k mercure, apr^s avoir dis- 
pose dans Taxe du tube un fil metallique retenant un morceau d'eponge 
de platine a une petite distance de la surface du liquide. On fait le vide 
dans le tube et il ne se degage pas sur les parois ni k rint^rieur da 
liquide une seule bulle de gaz : la surface du liquide ^met seule une 
certaine quantite de gaz par une sorte d'evaporation. Yient-on k en- 
foncer la mousse de platine dans le liquide, il se produit instantane- 
ment un degagement extrSmement abondant de bioxyde d'azote. Gette 
experience, semblable a celle que j'ai indiqu^e page 329» sur Teao de 
Seltz, met bien, comme la prec^dente, en relief Tanalogie que prteen- 
tent les phenom^nes de decomposition avec le degagement des gaz de 
leurs solutions sursatur^es. 

L'eau oxygenee et I'acide azoteux ne sont pas les seuls corps dent la 
decomposition puisse etre provoquee par I'introduction d'une atmo- 
sphere gazeuse au sein d'un liquide. Un certain nombre de substances 
susceptibles d'abandonner un de leurs elements k I'etat de gaz se com- 
portent de la mSme manifere. Telle est, par exemple, la solution d'azo- 
tite d'ammoniaque qui donne de Tazote; tel est aussi le melange 
d'azotite de potasse et de chlorhydrate d'ammoniaque, qui sert k la 
preparation de I'azote, lorsqu'on maintient ces liquides k des tempera- 
tures inferieures k celles oil les bulles d'azote commencent k y appa- 
raitre. Ainsi, a la temperature ordinaire, le melange de solutions con- 
centrees de chlorhydrate d'ammoniaque et d'azotite de potasse, 
introduit dans un tube prepare, ne degage pas une seule bulle d'azote, 
tandis que I'introduclion d'un fil de platine y produit des bulles de ce 
gaz, et que la mousse de platine ou le bioxyde de manganese y deter- 
mine une vive effervescence. 
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TROISlfiME PARTIE. 
r£futation exp£rimentale des objections faites aux experiences 

PRfiCfiDENTES. 



Les experiences que je viens d'exposer ont et^ resumees dans deux 
Notes presentees a TAcademie des Sciences, le 19 novembre 1866 et 
le 18 mai 1867; elles attirerent particulicrement I'attention de quel- 
ques savanlSi notamment de M. Tomlinson, membre de la Societc 
royale de Londres, qui annonga qu'elles etaient inexactes, et de 
M. Schroder, de Mannheim, qui publia, en mai 1869 (*), un Memoire 
danslequel, apres avoir vcrifie scrupuleusement I'exaclitude de tons les 
resultats que j'avais fait connailre en 1866, il declara qu'ils n'etaient 
pas nouveaux. Je discuterai plus loin en detail les experiences de 
M. Tomlinson; quant aux assertions de M. Schroder, j'ai donne dans 
Thistorique qui precede ce Memoire les elements sufBsants pour les 
apprecier: aussi ne m'y arretcrai-je pas longtemps. Ce savant affirme 
que Schoenbein avait ddmontrd incontestablement que les corps solides 
doivent la propri^te de degager les gaz de leurs solutions sursatur^es a 
une couche gazeuse condens^e a leur surface : je me contenterai de de- 
mander a M. Schroder, qui trouve la demonstration de Schoenbein si 
incontestable 9 pourquoi il s'est donne la peine de repeter et de con- 
firmer mes experiences, et aussi comment il accorde cette reclamation 
en favour de Schoenbein avec le passage de son Memoire oil il reconnait 
que personne avant moi n^ avait parle de solution gazeuse sursaturee (*). 

Du reste, la mani^re dontM. Schroder rendit compte des travauxan- 
terieurs aux siens ne manqua pas d'exciter des reclamations : M. Tom- 
linson, en particulier, se plaignit vivement dans une Note inseree au 
Philosophical Magazine (•). 

(' ) Untersuchungen iiber die Bedingungen von welchen die Entwicktung von Gasblasen 
und Dampfblasen abhdngig ist und iiber die bci ihrer Bildung wirksamen Krdfte, von 
Schrbder (Pogg. Ann., I. CXXXVII, p. 76; 1869). 

(') ^^-^ p. 79- 

(') O/i the formation of bubbles of gaz and of vapour in liquids, by Ch. Tomlinson 

[Phil. Mag., 4« s^rie, t. XXXVIU, p. ao4; 1869). 
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Experiences sur le rdle de Vair sur les solutions gazeuses sunaturdes. 
— Je vais maintenant discuter celles des experiences de M. Tomlinson 
qui sont en contradiction avec les miennes. 

Dans un M^moire public par ce savant en 1867 dans le PfuhsopUcai 
Magazine (* ) et reproduit en 1871 dans les Mondes avec une Introduc- 
tion historique, se trouve une assertion (') relative k Texperience de- 
crite au § YII ci-dessus, dans laquelle j'introduis au sein de la solu- 
tion sursaturee rextr^mit^ ouverte d'une clocbe pleine d'air pour 
provoquer dans cette atmosphere un degagement gazeux. 

L'auteur suppose que je n'observe cette production de gaz que pour 
n'avoir pas suffisamment nettoye le tube de verre. J'avais eu pourtant 
le soin d'indiquer (') qu'avant d'introduire le tube dans le liquide, je 
I'avais rendu impropre a provoquer par lui-meme le degagement de gaz, 
ett de fait, les bulles de gaz ne se sont jamais formees sur les parois du 
tube : elles se produisent au sein de la masse gazeuse et Ton ne s*aper- 
Qoit de leur formation que par I'augmentation du volume total. J*ai r^ 
pete, du restCi plus de vingt fois cette experience avec des tubes net- 
toy^s, et jamais des bulles gazeuses ne se sont montrees sur les parois, 
tandis que le volume du gaz introduit dans la solution sursaturee aug- 
mentait d'une maniere continue. 

A rencontre de cette experience, M. Tomlinson en a realise une 
autre : elle consiste k emprisonner une certaine quantity d*air dans un 
cylindre de toile metallique a mailles tres-serrees rendu inactif et k 
I'introduire au milieu de Teau de Seltz ; on reconnait, suivant Tauteur, 
qu'il ne provoque aucun degagement de gaz. J'ai repute k diverses re- 
prises cette experience et j'ai toujours obtenu un r^sultat oppose. Yoici 
comment j'ai precede pour empecher le liquide de penetrer k travers 
les mailles de la toile metallique : j'ai ferme Torifice d'une des petites 
cloches a air, dont j'ai parle plus haut, avec une toile metallique extre- 
mement fine (^), afin de me placer dans les conditions de I'experience 
de M. Tomlinson; je I'ai passee a la flamme du gaz pour la rendre inac- 



(' ) On the so called inactive condition of solids ^ by Ch. Tomlinson {Phil. Mag., 4* aerie, 
t. XXXIV, p. i36 et 2a6; 1867). — Les Mondes, t. XXVI, p. io5; 1871. 
(*) Phil. Mag., y s6rie, t.XXXIV, p. i4a. 
(•) Comptes rendus, t. LXIII, p. 886; 1866. 
(*) Elle comprenait 1225 mailles par centimetre carr6. 
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live; puis, aprfes refroidissemeDt, je I'ai introduite dans de I'eau de 
Seltz. Au bout de quelque tempst le volume du gaz emprisonn^ sous 
la cloche a augment^, et bientdt il s'est produit au point de moindre 
resistance de la toile metallique un courant de bulles gazeuses. Si 
M. Tomlinson n'a rien observe dans des conditions analogues, cela 
tient vraisemblablement k ce qu'il n'a pas attendu que Tair emprisonne 
dans la cloche, sous la pression atmospherique et amene dans I'eau de 
Seltz a une pression superieure, eut assez re^u d'acide cai*bonique pour 
que sa force elastique, sous le volume initial, fut superieure a la nou- 
velle pression supportee. II n'y a done pas lieu de s'arreter davantage 
a cette partie du travail de M. Tomlinson. 

Les matiires grasses nont par elles-mSmes aucune action sur les solu- 
tions sursaturies. — Je vais maintenant aborder un point important* 
Texamen des experiences par lesquelles il cherche a elablir que Tat- 
mosphfere gazeuse qui entoure les corps solides n'est pour rien dans la 
production des bulles de gaz qui se fixent a leur surface, dans les solu- 
tions sursaturies. Suivant Tauteur, ce degagement est dCi aux impuretes 
deposees a la surface des corps qui ont longtemps sejourne k Tair ou 
que Ton a touches avec les mains. Dans cette hypothese, le sejour pro- 
longe des corps dans Teau ou dans Talcool enleve ces impuretes, la cal- 
cination au contact de I'air les d^truit, et c'est ainsi que les corps 
deviennent inactifs. Pour essayer la valeur de cette explication, consi- 
d^rons la substance que M. Tomlinson regarde comme Timpurete la 
plus efficace, Thuile d'olive. En frottant une baguette avec une petite 
quantite d'huile, on lui communique la propriete d'exciter le degage- 
ment du gaz de Teau de Seltz. Pour reconuailre le mode d'action de 
cette substance, je prends un tube, ouvert aux deux bouts, auquel j'en- 
leve la propriete de degager le gaz; je le remplis, par aspiration, 
d'huile recemment chauQee, puis j'amene par ce tube une goutte 
d'huile dans de I'eau de Seltz, et elle ne provoque pas le moindre dega- 
gement gazeux. II n'est done pas possible d'attribuer a I'huile d'olive 
une action sur Teau de Seltz. L'experience donne le mSme resultat, 
quelle que soit la nature de Thuile ou de la mati^re grasse employee. 
Elle reussit encore lorsqu'on couvre la baguette de matifere grasse 
d'une maniere discontinue. Ce n'est done point le corps gras qui deter- 

AnnaUs de l*tcole Normale. »• Serie. Tome IV. 44 
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mine le degagement du gaz, comme le pretend M. TomliQson. Quaot 
au role que jouent les corps gras, il est facile de s'cq rendre compte : 
torsqu'on frotte un corps quelconque entre les doigts l^g^rement grais- 
s^s, on produit k sa surface une serie d'eminences lineaires separ^es 
par des sillons qui correspondent aux lignes de I'epiderme; les cavity 
forment un reseau de conduits qui contiennent de I'air, sont difBcile- 
ment mouilles par Teau et, par consequent, constituent au sein du 
liquide une atmosphere eminemment favorable au degagement des gax. 
II resulte de la que, si ce reseau existe a la surface d'un corps tr^s-lisse, 
tel qu'une lame de verre, et qu'on vienne a dissoudre la matiere grasse, 
la surface sous-jacenle, mouillee par le liquide et ne retenant plus de 
gaz, devient aussitot inactive. 

Aprfes avoir attribu^ aux corps gras une influence sp^cifique en con- 
tradiction avec Texperience, M. Tomlinson, dans les dernieres lignes 
de son Memoire, precise un peu plus ses idees qu'il ne Fa fait jusqae- 
la : t Peu importe, dit-il, qu'il y ait de Tair entre les parois et Ic 
liquide, I'air n'occasionne pas le degagement des gaz, mais c*est le d6- 
faut d'adherence. > S*il y a entre un corps solide et un liquide qui ne 
le mouille pas un certain intervalle, il est bien evident que, sitot pro- 
duit, il se trouve occupe par Pair ambiant ou par les gaz dissous qui se 
degdgentdans cet espace vide avec la vapeur du liquide s'il est volatil; 
par consequent, admetlre avec M. Tomlinson qu'il faut, pour le dega- 
gement des gaz de leurs solutions sursalurees, qu'il y ait un intervalle 
entre le liquide et le solide, c'est admettre en m£me temps que la couche 
gazeuse est n^cessaire, ce que j'ai du reste ^tabli directement.D^s lors, 
les precedes par lesquels M. Tomlinson etablit le contact intime entre* 
le solide et le liquide etant precisement ceux qui enlevent de la surface 
de ces corps la couche gazeuse adherente, il en resulte qu'il n'y a rien 
a changer k I'interpretation que j'ai donneedu phenomene. 

Les aspentes des corps solides et les matiires qui les recouvrent n'ont 
pas d'dction particuliere sur les solutions sursaturies. — Dans un Me- 
moire public en decembre 1872 (') M. Henrici est revenu kla maniere 



(') Ueher die fVirkung fester Korper ouf ubersdttigte Losungen, von F.-C. Henrici 
(Pogg. Ann.y t. CXLVII, p. 555; decembre 1872^. 
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de voir adoptee avant mes experiences, et il a cberche a etablir que le 
d^gagement des gaz sur ies corps solides tient a ce que Tattraclion du 
solide pour le liquide est superieure a celle du solide pour le gaz. On 
pourrait, a priori, faire a cette maniere de voir robjection eapitale 
qu'on a en presence non pas un solide, un liquide el un gaz, mais un 
solide et un liquide retenant le gaz a Tetat de dissolution : je crois qu'il 
est plus utile d'examiner le Memoire de M. Henrici au point de vue ex- 
perimental. Suivant I'auteur, un fil metallique recemmcnt passe dans 
laflamme de Talcool ou du gaz n'a plus d'eOet sur la solution sursa- 
turee, paree que sa surface est couverte d*un depot de cbarbon qui ab- 
sorbe le gaz dissous, lequel ne peut se degager. Cette interpretation du 
phenomene soul^ve plusieurs objections : d'abord un sejour prolonge 
du fil dans la solution devrait saturer de gaz cette coucbe de cbarbon, 
et, sitot qu*il y aurait saturation, le gaz pourrait se degager. Or cela 
n'arrive pas, quels que soient la duree du sejour et le renouvellement 
du liquide autour du fil. De plus le cbarbon qui a sejourne a Tair est 
pr^cisement un des corps poreux qui agissent le plus efiicacement sur 
Ies solutions sursaturees, et auquel on ne peut enlever cette propriete 
que difficilement, a cause de sa porosite et de Taction condensante 
qu'il exerce sur Ies gaz. L'interpretation de Tauteur n*est done pas 
fondee; elle est, du reste, contredite par le fait etabli plus haut (*), 
qu'un fil de platine, d'argent ou de verre devient aussi bien inactif 
lorsqu'au lieu de le chauffer au contact direct de la flamme on I'in- 
troduit dans un tube de verre parfaitement nettoye que Ton porte au 
rouge sombre, auquel cas il ne peut se produire sur Ies fils de depot 
charbonneux venant de la flamme. 

M. Henrici croit pouvoir deduire de ses experiences que la cause 
d^terminante de la production des buUes reside dans Ies asp^rit^s de 
la surface du corps solide immerge, et ses experiences consistent a 
plonger dans de I'eaugazeuse des feuilles rugueuses de vegetaux divers 
dont Ies asperites se couvrent de bulles gazeuses. Ici encore le degage- 
ment tient a la couche gazeuse qui adhere a I'epiderme du vegetal, et 
il est facile de s'en assurer ; si Ton prive d'air par Teau bouillante ou 
I'alcool Ies tissus vegetaux quelconques, on Ies rend absolument inac- 

(') Pago 320. 
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tifs, conime je I'ai vu avec des feuilles de marronnier d'Inde, de vigne, 
de lilas, do lierre, de ranna. de capucine et de geranium. 

M. Henrici ne donne auciine autre experience serieuse a I'appui de 
rexplication qu'il se propose d'elablir. Du reste, son travail contienl 
qiielques experiences en contradiction avec celles de M. Tonilinson sur 
I'action exercee par les matii;res grasses et sur I'ellet d'un nettoyage 
au papier de verre pour oter aux corps leur action sur tes solutions 
sursaturees. Dans ses experiences, des gouttes d'liuile d'olive, d'huile 
d'amandcs et d'liuile de lin n'out pas produit de dogageiuent de gaz 
au contact de I'cau de Seltz, tandis que I'acide ateariquo fondu se cou- 
vrait debulles de gaz. En reahte, nous verrons plus loin que ccs sub- 
stances sont inaciives lorsqu'on les a debarrassees du gaz adherent. 
Quant a I'effet d'un neitoyage au papier de verre sur les liges metal- 
liques, I'auteur trouve qu'il ne les empeclie pas de se couvrir de bulles 
gazeuses lorsqu'on les met dans I'eau de Seltz. Cela n'est pas surpre- 
nant, puisqu'il ne les prive pas ainsi de la coucbe d'air condensee a leur 
surface. 

Ce Memoire de M. Henrici provoqua une rcplique de M. Tonilin- 
son ('J. Ce savant admettait, comme nous I'avons vu plus haul, que 
tout corps dont la surface est propre, c'est-a-dire n'est couverte d'aucune 
inatiere solide etrangere a sa substance, ne produit aucun degageoient 
gazcux dans une solution sursaturee ; il essaye de preciser davantage les 
circonstances du degagenient de gaz et declare que la surface n'est apte 
a le determiner qu'autant que la coucbe de substance etrangere qui la 
recouvre est discontinue, j'al demonlre plus haut que celle maniere de 
voir est en plelne contradiction avec les fails, el que les corps regardes 
comme les plus actifs, comme une baguette de verre graissee enlre les 
doigts, etc., deviennent inaclifs lorsqu'on leur enleve la couciic d'air 
adherenle. Je vais, du reste, pour eclairer Fopinion, donncr un exemple 
du mode de raisonnement employe par M. Tonilinson a propos du pbos- 
phoreinlroduildans I'eau de Seltz. Suivanl lui, les corps purs n'ont pas 
d'action, et ceux qui agissent doivent celte propriete a leurs impuretes. 
Or, en essayant de purifier le pliosphore par les alualis, les acides, I'al- 



(') On the action of solid bodies an gazeoas supersaturated solulinns, bv 
{Phil. Mag., 4'86rie, I. XLV, p. 376; avril 1873). 
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cool, Tether, Tauteur trouve que le pjiosphore agit toujours; il le regarde 
alors comme pur, et il declare que c'est un npyau, c'esl-a-dire que le 
phosphore a Tetat de purete jouit de la propriete specifique de provo- 
quer toujours le degagement des gaz de Icurs solutions sursaturees. 

Cette nouvelle hypothese est tout k fait inutile, et les choses sont beau- 
coup plus simples que Tauteur ne se le figure. Le phosphore prive de 
gaz est, comme tons les autres corps, absolument inactif ; il suflit, pour 
s'en convaincre, de faire sojourner du phosphore dans Teau bouillante 
pendant quelques minutes, puis de laisser refroidir dans le tube, de 
decanter et de remplacer Teau par de Teau de Seltz : il ne se degage 
plus de bulles de gaz. L'erreur de M. Tomlinson tient precis^ment a ce 
que, loin d'enlever au phosphore la couche gazeuse adherente, il a, en 
vue de le purifier, mis ce corps en contact avec des alcalis, des acides 
qui, on le sait, sont decomposes par le phosphore avec formation de 
produits gazeux. 

Je me suis assure, du reste, que le phosphore purifie par le bichro- 
mate de potasse, avec addition d'acide sulfurique, etle phosphore tout 
\ fait impur, deviennent tons deux inactifs lorsqu'on les debarrasse de 
Tatmosphere gazeuse qui les entoure. 

M. Tomlinson fait connaitre aussi lestentatives qu'il a faites en vue de 
rendre le mercure inactif; il a cru qu'il etait necessaire, pour arriver a 
ce resultat, de le purifier des metaux qui s'y trouvaient en dissolution. 
Cette purification chimique du mercure est inutile; il suffit de Tintro- 
duire au fond d'un tube contenant de I'eau que Ton maintient en 
ebullition pendant quelques minutes, puis de laisser refroidir, de de- 
canter et de remplacer Teau par de Teau de Seltz qui ne degage pas la 
moindre bulle a la surface du mercure. II n'est meme pas necessaire, 
pour obtenir ce resultat, d'employer du mercure nettoye; j'ai rdussi tout 
aussi bien Texperience avec du mercure qui avait ete expose pendant 
trois mois dans un vase ouvert a toutes les poussiferes du laboratoire. 

La purete des substances n'est done pour rien dans le phenomene 
qui nous occupe: c'est toujours k la couche gazeuse adherente quMl 
convient d'attribuer le degagement gazeux. 

Pour ce qui est d'une categoric de corps appeies noyaux par M. Tom- 
linson, et qui, comme le phosphore, les huiles, les corps gras, etc., 
jouiraient, mSme k Tetat de purete, de la propriete de degager les gaz 
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des solutions sursiiturces, on voU.par ce qui precede qu'il n'est pas 
necessaire de les dislinguer des autres corps, puisqii'ils perdent comme 
eux leur activile lorsqu'on rend impossible ^ leur surface I'existence 
d'uae couclie gazeuse, 

ACTION DES LIQLIDES SUR LES SOLOTJONS SIIRSATCIII5ES. 

J'ai i'tabli , dans la prcmii?re Parlie de ce Memoire. que les gaz ont 
seuls la propriclu de de^ager les gaz de leurs solutions sursaturees, 
et cetle coocluslon est contirmee par la discussion a laquellc je viens 
de soumettre les Iravaux de mes contradicleurs. On a vu en particu- 
lier que des liquides, lels que* 1e mereure, les huiles, ne se distinguent 
pas sous ce rapport ties corps solides. Cependant un savant beige, 
connu dans la science par dt-s recherclies interessantes sur les plieno- 
meoes capillaires, M. Van der Mensbrngglie, a publie, dans les Comptes 
rendus des seances de I'Academie des Sciences et dans les Annates de 
Chimie et de Physique (' ), des experiences qui I'ont conduit a donner 
I'enonce suivant de ce qu'il a nomme un nouveau principe de Phy- 
sique : t Chaque fois qu'un liquide a forte tension superficielle et con- 
tenant des gaz en dissolution est mis en contact avec un liquide a faible 
tension, il y a un degagenient plus on nioins prononce des gaz dissous 
dans le premier liquide. > La demonstration que I'autcur propose de 
ce principe repose sur pluslcurs faits qui sent en opposition formelle 
avee mes experiences; la grande publicity que ce travail a rcQUe et 
I'habilete bien connue de leur auteur ni'ont engage a soumettre les 
faits qu'il a anaonces a une etude experimentale attentive dont je vais 
exposer les resultats. Je passerai en revue successivemcnl les points 
principaux signales parM. Van der Mensbrugghe : 

1° Le degagement de gaz par I'agitation d'un liquide additionn^ 
d'une petite quantile d'un autre liquide a tension superficielle faible; 

3° Le degagement presume de gaz a la surface de separation de deux 
liquides do tensions superficielles differentcs; 



[') Noie pretiminaire sur un fail remarqiialile qii'iin nbier'-e au coittaci de c 
liqiiides de tensions siiperficielles Ires-i/iffercnles, par M. G. vao rier Mensbrugghe [Comptes 
rendas, I. LXXIV, p. io38; avril 187a). ~ Jnnales de Chiuiie et de Physique, 4* s6rie, 
t. XXVI, p. 3iB. 
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3° L'action presum^e des solides salis par une coucbe de matiere 
grasse sur les gaz dissous dans les gaz liquides. 

1° Degagement de gaz par V agitation d*un liquide additionni d'une 
petite quantity d'un autre liquide a tension superficielle plus faible. — 
Dans un ilacon soigneuscment neltoye et contenant de i'eau distill^e, 
on introduit quelques gouttes d'alcool ou d'un autre liquide a faible 
tension superficielle; on bouche, on agite, et il se produitune vive ef- 
fervescence. Suivant Tauteur, c'est le gaz dissous dans I'eau qui se d^- 
gage et non Fair que Ton introduit dans le liquide par Tagitation : la 
seule preuve qu'il donne de cette assertion, c'est que Teau et Talcool 
agites isolement avec de Tair ne produisent aucun petillement gazeux. 
Cette demonstration est a priori insuffisante , car Teau, I'alcool et 
I'eau additionnee d'alcool sont des liquides qui retiennent inegalement 
Tair qu'on y introduit par Tagitation. II faut done, pour decider la 
question, avoir recours'k I'experience. 

Pour la rendre plus demonstrative, au jieu d'operer sur de petites 
quantites de liquide, je me suis servi de flacons qui contiennent jus- 
qu'k 9 litres d'eau distillee; et, afin d'apprecier le moindre degage- 
ment gazeux, j'ai ferme le flacon par un boucbon de caoutcbouc perc6 
d*un trou dans lequel s*engageait un tube recourbe horizontalement et 
continue par un tube capillaire dans lequel pouvait se mouvoir un 
index de liquide. Apres avoir ajoute a I'eau dans le flacon de petites 
quantites d'alcool croissant depuis jfo ^^ ^^^ volume, j'ajustais le 
boucbon, je notais la position de I'index dans le tube capillaire dont 
je fermais I'extremite ouverte avec de la cire molle, puis j'imprimais 
au flacon de nombreuses secousses qui determinaient une vive effer- 
vescence. Pour faciliter le retour du liquide qui s'engageait du flacon 
dans le tube pendant I'agitation, et qui aurait pu y produire des cba- 
pelets de gouttes qui genent beaucoup la transmission de la pression, 
il eonvient de donner k la partie large du tube un diametre d'au moins 
8 millim^res et d'user en biseau son bord inferieur. L'effervescence 
6tant produite, je debouchais I'extremite du tube, et le mouvement de 
I'index indiquait la variation du volume de I'air du flacon. Or jamais 
je n'ai observe un degagement de gaz: il y avait au contraire toujours 
une faible absorption, quelque grande que fut, du reste, la quantite 
d'eau employee. J'ai realise I'experience avec six flacons contenant 
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de looo grammes a S'jao grammes d'eau avec des volumes d'air va- 
riant de 190 a 800 ceotimetres cubes, et la d'imiuutioD du volume a ele 
comprise eatre o'^^.S el 2 cenlimetres cubfs. 

Pour eviter la cause d'erreurqui aurail pu proveuir d'une saluralioQ 
incomplete de I'eau distillee par rapport aux gaz de I'eau, ou de I'exis- 
tence de la sursaturalion, j'ai eu soin, avanl d'introduire I'alcool. d'a- 
giler I'eau distillee pure une trentaine de fois avec de I'air, eo debou- 
cbanl de temps en temps le flacon. Par cette agilation prealable, 
j'eliminais aussi la cause d'erreur due a I'existence possible d'une dif- 
ference de temperature entre te liquids et la partic superieure du 
ilacou. 

Ainsi non-seulement reffervescence n'est pas accompagnee d'un 
degagement de gaz, mais il y a au contraire une absorption qui s'ex- 
plique facilementsi Ton considere que I'addition d'une petite quantite 
d'alcool a I'eau augmcnte un peu la solubilite des gaz de I'air dans ce 
liquide. 

J'ai realise les memes experiences avec la creosote, les essences de 
terebentbioe et de lavande, les builes d'olive, de lin, de colza et d'a- 
mandes donees, et je n'ai jamais constate d'augmenlation dans le vo- 
lume de I'air, memc en operant sur plus de 5 litres d'eau distillee et 
en commuiiiquant cinquante sccousses au liquide; j'ai toujours trouve 
qu'il se produisail une absorption sensible, bien que [oujours moindre 
que dans le cas de I'alcool. 

Le petillcmcnt tient vraisemblablemeut k ce que les liquides dont il 
s'agit, ajoules a I'eau, lui communiquent la propriele de mousser, 
c'est-a-dire de retcnir plus looglemps, en les enveloppant d'une petU- 
cute liquide, les buUes d'air que Ton introduit par I'agitation au seta 
de I'eau du flacon. 

J'ai reconnu, du resle, que le meme flacon pent servir a montrer, 
pour ainsi dire, indeflniment I'effervescence qui suit I'agitation. Apres 
cent operations faites avec deux flacons addilionuea respectivemcnt 
d'alcool et d'essence de lavande, le pelillement gazeux elait aussi abon- 
dant qu'a I'origine, ce qui seiait inexplicable s'il elait du au degage- 
ment de I'air dissous, dont la quantity est ires-limiiee. 

Enfln, si Ton substitue a I'eati froide qui conlicnt de I'air en disso- 
lution de I'eau recemment debarrassee, par une ebullilion protoog 
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de la plus grande partie de I'air qu*clle coDticnl, et encore chaude, od 
observe, apr^s agitation, des bulles gazeuses visiblement aussi abon- 
dantes et qui ne peuvent provenir que de Tair introduit dans le li- 
quide. 

II va sans dire que, si, au lieu d'eau saturee d'air, le seul liquide 
dont il soit question dans le travail de M. Van der Mensbruggbe, on 
emploie une solution aqueuse sursaturde d*air ou d'un autre gaz, Tagi- 
tation de ce liquide avee Tair provoque une effervescence plus abon- 
dante et qui tient, conome je Tai etabli dans la premiere Partie de 
ce Memoire, a ce que chaque bulle d*air que Ton amene dans le liquide 
s'y gonfle aux depens de Texcedant de gaz qui etait retenu en dissolu- 
tion. 

On observerait aussi un degagementd*airdissous,si, au lieu d'ajouter 
une petite quantite d'alcool a de Teau distillee, on melangeait Talcool 
et Teau dans les proportions de 52,3 volumes d'alcool pour 47»7 d'eau 
qui correspondent au maximum de contraction. Le volume total, au lieu 
d'etre loo, n'est plus que 96,35; mais ici le phenomene est Ires-diffe- 
rent: il y a a la fois diminution de volume et ^l^vation notable de tempe- 
rature, ce qui suffit pour expliquer le degagement d'une partie des gaz 
qui etaient dissous par Talcool; mais ce n'est pas le cas des experiences 
dont nous nous occupons. 

n^ 11 n'y a pas de degagement de gaz a la surface de separation de 
deux liquides de tensions superficielles differentes. — Lorsqu'on super- 
pose a un liquide un autre liquide a tension superficielle tres-diffe- 
rente, soit sous forme de gouttes, soit sous forme de couche plus ou 
moins ^paisse, il se produit, suivant M. Van der Mensbruggbe, k la 
surface de separation des deux liquides, un degagement de bulles ga- 
zeuses que j'ai vainement essay^ de constater. Pour exagerer le pheno- 
mene et le rendre plus apparent, s*il etait r^el, je me suis servi de so- 
lutions gazeuses sursaturees. Dans de pareils liquides, en effet, pour 
peu qu'une substance soit apte a provoquer le degagement gazeux, on 
la voit se couvrir de bulles qui prennent en peu d'instants des dimen- 
sions relativement considerables. Je me suis principalement servi de la 
solution sursaturee d*acide carbonique dans Teau, que j'ai superposee 
aux liquides plus denses comme le sulfure de carbone, le chl&roforme 
et lechlorure de carbone, ou k laquelle j'ai superpose les liquides moins 

JnnaUt de Vtcole Hormale. 3* S^rie. Tome IV. 4^ 
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(lenses comme les builes fixes ou volatiles, telles que Thuile d*olive, 
Tessence de terebenthine, la benzine et le p^trole. J'ai rnSme employ^ 
dcs liquides miscibles a i'eau, telsquela creosote, Talcool et Tether, 
que Ton pent disposer facilement avec Teau en coucbes dont la surface 
de separation est longtemps apparente. Avec reg divers liquides, qui 
sont ceux qu'a employes M. Van der Mensbruggbe, je n*ai jamais con- 
statd de d^gagement gazeux, et cependant Texperience a ^t6 prolong6e 
pendant deux jours avec le cbloroforme, la creosote, T^tber, la ben- 
zine, et pendant cinq jours avec le si^lfure de carbone. La seule pre- 
caution a prendre pour qu'il ne se produise aucune bulle de gaz con- 
siste a debarrasser les liquides par filtration des poussi^res ou des 
filaments solides qui peuvent s*accumuler k la surface de separation 
des deux liquides et s'y couvrir de builes gazeuses. Je me suis assure, 
du reste, que, dans les liquides superposes qui ne donnaient pas de 
gaz aux surfaces de separation, il etait toujours facile d'en faire naitre 
par rintroduction d'une parcelle solide ayant sejourn6 k Tair; de meme 
que j'ai constate que le degagement de gaz dans les liquides non filtr^s 
ne se produit jamais uniform^ment sur toute la surface, mais seule- 
ment en des points isoles oil Tondecouvre, avec un peu d'attention, la 
parcelle solide qui lui a donne naissance. 

3** Les corps solides satis par une couche de matiire grasse n^ontpas d^ac- 
don sur les gaz dissous dans les liquides. — Lorsque des corps solides on t 
ete exposes k Tair libre ou ehduits d'une matiere grasse, ils determinent, 
suivant M. Van der Mensbruggbe, le degagement de Tair dissous dans 
Teau. A ce propos, je rappellerai les experiences enum^rees dans la 
premiere Partie, par lesquelles j'ai ^tabli d'abord que les corps solides, 
quelle que soit leur nature et de quelque mani^re qu'ils aient ete pre- 
pares, ne determinent le degagement des gaz dissous dans I'eau qa'au- 
tant que ce liquide en est sursature ; si la quantite du gaz contenu 
correspond a la saturation et, a/orlioriy si elle n'atteint pas cette limite, 
ce gaz reste en dissolution. En second lieu , si Ton suppose que le 
liquide soit sursature, les corps solides reconverts d'une pellicule de 
matiere grasse continue ou discontinue n'agissent qu'autant qu'ils re* 
tiennent k leur surface une couche gazeuse qui provoque le degage- 
ment diTgaz dissous. 

Du reste, pour etablir directement que les corps solides couverts 
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d'une mati^re grasse n'expulsent pas les gaz, meme d'une solution sur- 
saturee d'acide carbonique dont la tension superficielle differe peu de 
celle de I'eau, j'ai mis de Teau de Seltz au fond d*un tube dont les 
parois avaient 6t6 rendues inactives, et j*ai convert Teau d*une couche 
d'huile d'olive recouverte elle-meme d*alcool. Une baguette de verre 
qui a sejourne quelque temps dans Talcool s'y debarrasse de Tair adhe- 
rent; plongee ensuite trfes*lentement dans Thuile, puis enfoncee dans 
Teau de Seltz, ellene manifeste pas le moindre degagement gazeux, 
soit sur les parties de la baguette qui sont recouvertes d*huile, soit sur 
lesautres; tandis que des baguettes pareilles non d^barrassees de Fair 
adherent et plongees directement dans la solution sursaturee, apres 
avoir ete huilees ou non, se recouvrent imm^diatement de bulles ga- 
zeuses. 

De ces trois series d'exp6riences, il r^sulte qu*il n'y a pas lieu de 
rattacher les phenomenes dont il s*agit k la valeur plus ou moins grande 
de la tension superficielle, ni d*admettre le nouveau principe de Phy- 
sique propose par M. Van der Mensbrugghe. On en pent tirer une 
autre consequence, c'est que les liquides sans action chimique sur les 
solutions sursaturees n'ont pas plus d*efficacit6 que les solides pour 
provoquer le degagement des gaz dissous, et que, malgre les critiques 
que mes experiences ont subies depuis que je les ai fait connaitre, il n'y 
a lieu de rien changer aux conclusions que j'en ai tiroes d^s Tepoque 
deleur publication. 



QUATRI^ME PARTIE. 

DtoAGEMENT DES GAZ DE LEURS SOLUTIONS SURSATUR£ES SOUS L'INFLUENCE 

D'UNE ACTION BlfiCANIQUE. 



Les experiences que j*ai rapport^es dans ce M^moire ^tablissent 
que les solutions gazeuses sursaturees ne peuvent d^gager, entre 
certaines limites de temperature et de pression , le gaz dissous par 
Tefiet du contact d'un corps solide qu'autant que ce corps amfene dans 

45. 
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leur interieur un gaz quelconque; nous allons voir que certaines ac- 
tions mecaniques produisent le meme effet. 

On trouve dans un Memoire public en i834 par GagDiard-Latour (*), 
sur la mise en vibration des liquides, Tindication de diverses circon- 
stances dans lesquelles on degage les gaz des liquides qui les iiennent 
en dissolution. Les experiences n*ont porte que sur des liquides conte- 
nant tr^s-peu de gaz et ont el6 effectu^es dans des tubes foncUonnant 
a la maniere du marteau d'eau, fermes a la partie inferieure et dont 
Tautre extremite pouvait etre ouverte ou fermee. On pent lesrattacher 
a deux series d*actions : Teffet d'un choc et celui d-un mouvemen( vi* 
bratoire. 

1® Lorsqu*on heurte Textremit^ inferieure du tube centre un ob- 
stacle, ou mieux lorsqu'on frappe son extremite superieure avec un 
maillet de bois, on voit la masse liquide se diviser au moment du choc 
en divers points, puis les solutions de continuity qui ont une forme sen- 
siblement spherique diminuent trfes-rapidement, el chacune d'elles se 
reduit le plus souvent k une tr^s-petite bulle d'air qui, suivant les cas, 
se redissout a quelque distance ou bien s'eleve jusqu*k la surface du 
liquide. Cagniard-Latour fait remarquer trfes-justement que cette rup- 
ture de la colonne liquide est d*autant plus facile qu'il y a moins de 
temps qu'on a agite le liquide avec Tatmosphere gazeuse qui la sur- 
montc; il fait voir qu'elle est trfes-difficile a determiner quand le liquide 
a ^te purge d*air. On obtient des effets analogues en laissant tomber 
dans le tube une tige de fer qui en frappe violemment le fond. 

2"^ Le second precede n'est autre chose que la mise en vibration 
d'une colonne liquide. On la determine, soil en frottant le tube qui la 
contient avec du drap mouille, et Ton voit alors naitre dans le liquide 
de petiles buUes gazeuses animees de mouvements tres-rapides, soil en 
faisant ecouler de Teau sous forte pression par une embouchure de 
flute ou par une anche, et recevant le liquide dans un autre tube : on 
observe alors au voisinage de Tembouchure une region dont Taspect 
nebuleux provient du degagement d'une multitude de buUes gazeuses 
nettement visibles k la loupe. Dans ce cas, le mouvement vibratoire est 

(*) Extrait d'un Memoire de M. Cagniard-Latour sur la r^nnance des liquides et une 
nouvelle esp^ce de vibrations qu'il a nomm^s vibrations globuiaires, (Annates de Chimie 
et de Physique f a* s^rie, t. LVI, p. a5a ; i834. ) 
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d'autaot plus facile ^ determiner, avee production d*un son musical, 
que Ton a moins enlev^ du gaz dissous. c Avcc Teau qui a ete purgee 
d'air le plus completement possible, dit Tauteur, le degagement ga- 
zeux n'est que peu sensible, comme on le congoit; mais on remarque 
n^anmoins, surtout si le tube est d'une certaine longueur, comme de 
a metres environ, que lors de la vibration il se produit dans certaines 
parties du liquide des groupes scintillauts composes d*un grand nombre 
de petites bulles formant ordinairement une sorte d'etoile et quelque- 
fois des portions d*belices, groupes qui disparaissent ou dont il ne 
reste que quelques bulles presque imperceptibles des que Ton cesse 
d*exciter la vibration. On pent presumer que ces bulles, quoique tres- 
petites, favorisent cependaut la vibration globulaire; car j*ai remarque 
que, si Ton cesse pendant un temps un peu long de faire vibrer le lube, 
on ^prouve eosuite plus de difFiculte pour produire Tapparition des 
groupes scintillants, les bulles etant sans doute redissoutes daus le 
liquide ou remontees a sa surface superieure (*) >. Du reste, Tauteur, 
ayant surtout en vue Tetude de la production du mouvement vibratoire 
des liquides, ne cherche pas a expliquer Tinfluence de Taction m^ca- 
nique sur le degagement des gaz dissous dans les liquides. 

II est une circonstance dans laquelle on produit le degagement des 
gaz de leurs solutions isursaturees, et qui pent se rattacher k Tun des 
cas que je viens de rappeler, mais que je vais considerer particuliere- 
ment, car c*est la seule dont on ait paru se pr^occuper. Lorsque, dans 
un vase contenant une solution gazeuse sursaturee, on promene une 
baguette entre les parois baignees par le liquide, il se produit une ligne 
de bulles de gaz partout oil la baguette a frotte centre leverre. Ce pheno- 
m^ne parait avoir ete etudi^ en detail pour la premiere fois par M. Schro- 
der en 1869 (^). Ce savant a reconnu que, pour d^gager le gaz, le frotte- 

(•) Loco citato y p. 263. 

(') M. Dufour avail fait connattre longtemps auparavant : Recherches sur I 'ebullition des 
liquides [Archives des Sciences physiques et naturelles, t. XH, p. 253; 1861] un pb6nom^ne 
analogue en ces termes : « Lorsqu^on a un vase de verre, pr^par^ avec Tacide sulfurique 
et renfermant de )*eau k ida ou io3 degr^s, on pent souvent introduire une baguette en 
verre dans le liquide sans provoquer le cbangement d*^tat. Mais qu'on aille avec Textr^mit^ 
mousse de cette baguette toucher le fond du vase, qu'on la promene un peu sur ce fond sans 
presser, et bient6t on verra Titin^raire de la baguette se dessiner par un d^agement con- 
tinu et parfaitement localise de bulles de vapeur. » 
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ment le plus faible suffisait quand le liquide 6tait tr^sarsaturd, qu'il 
fallait UQ frottement energique lorsqu'il T^tait moinst et que Texp^- 
rience ne r^ussissait plus quand la sursaturation ^tait faible (*)• 

II trouva qu*il n'^tait pas n^cessaire que le vase fut ray^ pour qu'il 
se produisit des bulles de gaz sur les lignes de frottemeDt» et qu'uoe 
fois ces bulles d^gag^es il ne s'en produisait plus d'autres au mSme 
endroit, que le vase fut raye ou non. 

Quant a la cause du phenom^ne, M. Schroder ne croit pas que ce 
soit une 616vation de temperature due k la chaleur d^gag^e par le frot- 
tement, car dans les solutions concenlrees le moindre frottement pro- 
duit par un fil de platine tres-flexible sufBt pour degager des bulles de 
gaz. II est vrai que, d'un autre c6t^» il faut, pour produire cet effet sur 
les solutions pen sursatur6es, exercer un frottement trfes-energique. 
L'auteur croit pouvoir tout concilier en admettant que c le frottement 
dans les liquides sufBsamment sursatures donne lieu a une transforma- 
tion du travail m^canique en chaleur latente ou en force; puisqu'en 
outre Teffet du frottement, pour degager les gaz dans les solutions sur- 
satur6es, se produit seulement aux faces chaudes, il faut reconnaitre 
que le frottement, dans ces circonstances, donne lieu imm^diatement k 
une transformation de chaleur sensible en chaleur latente >. 

Dans un Memoire ulterieur ('), il admet c comme conclusion gene- 
rale que les corps solides exercent par leur contact une action en vertu 
de laquelle les autres corps sont amenes au m6me etat de cohesion et 
de cristallisation autant qu'ils en sont capables. La force dissolvante 
des liquides en contact avec les solides et les gaz agit de maniere k 
amener ces corps dans le meme 6tat de fluidity. La force ^manant du 
gaz amfene les corps, autant qu'il est possible, au mSme etat de fluide 
elastique. La cause generale, dans toutes les actions indiquees, agit 
comme une force d'assimilation inherente k la matibre. » 

Quoi qu'il en soit de ces interpretations du phenomene, j'ai cher- 
cbe k me rendre compte des particularit^s qu'il pr^sente, et je vais 
indiquer le resultat de cette etude experimentale. J*ai d'abord reconnu 
qu'une augmentation de pression, meme considerable, en un point du 

(*) P^SS' -^f^^y *• CXXXVn, p. 76 et p. 96 ^ loi ; 1869. 

(*) Po^^. Ann,y Ergdnzungsband V, p. 87, et Jahresherichte uher die Forisehntie der 
Chemie, etc, fur 1870, p. 52. 
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liquide ne provoque aucun d^gagement gazeux. J'lDtroduis en efiet, 
dans un verre contenant de Teau de Seltz, une baguette de verre debar- 
rass^e d'air adherent, je Tamene lentement au contact de la parol, 
puis j'exerce une pression violente, et il ne se produit rien, tandis qu*un 
frottement leger de la m6me baguette contre les parois produit une 
trainee de buMes de gaz. 

On arrive au m^me r^sultat lorsqu'au lieu d'exercer une pression 
contre la paroi on comprime tout le liquide; a la condition, bien en- 
tendu, de nepasintroduire dans le liquide du gaz qui provoquerait une 
vive efiervescence. A cet efiet, j'ai rempli d*eau deSeltz un tube nettoye 
avec soin, et je Tai retourne sur du mercure aussi d^sa^re par un se- 
jour de quelques minutes dans Teau bouillante, et j*ai introduit le 
flacon k mercure avec le tube dans un piezom^tre; je Tai soumis a une 
pression superieure a 4 atmospheres, et il ne s'est rien produit; j*ai 
alors ramene le liquide k la pression almospherique en quelques se- 
condes, et il ne s'est pas non plus degage de gaz. On arrive au meme 
resultat n^gatif par diminution de pression; nous avons vu, en efiet, 
qu*on ne degage pas de gaz en faisant le vide k la surface de la solu- 
tion. 

On obtient des effets differents si, au lieu de soumettre le liquide a 
une compression violente en vase clos, on produit une compression 
brusque en vase ouvert. A priori Texperience parait etre d'une reali- 
sation difficile : il s'agit de comprimer violemment le liquide en un de 
ses points sans qu'il soit en vase clos. J*ai tournc la difficulte par Texpe- 
rience suivante, qui donne les resultats les plus nets; elle consiste k de- 
terminer au sein (d*une solution d'eau de Seltz Fexplosion d'une larme 
batavique. On prend un verre dont les parois soient assez r6sistantes pour 
supporter une forte pression, et, apr^s en avoir lav^ les parois h la po- 
tasse et k Talcool pour les d^sa^rer, on le remplitd'eau de Seltz; on y 
introduit une larme batavique, ^galement lavee a Talcool au pr^alable, 
et qui peut sejourner dans le liquide sans y developper une seule bulle 
de gaz. Yient-on ^ briser la queue de la larme, une explosion se produit, 
et d'innombrdbles bulles de gaz se developpent en tons les points de 
la masse liquide en produisant une vive effervescence. J'ai demontre 
plus haut que les fragments pulverulents de la larme n'ont par eux- 
mdmes aucune action. D*un autre cot^^ le degagement de chaleur qui 
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se produit au moment de la rupture ne peut elever la temperature du 
liquide que d*uue quantite tr^s-faible et absolumeot insuffisante pour 
produire le degagement gazeux; il faut done attribuer k la compression 
brusque du liquide la production des bulles qui naissent en tous ses 
points, par la raison que la pression que Ton a developpee en un point 
s'est propagee integralement en tous les points de la masse. II me semble 
resulter de cette experience qu*il faut que les molecules liquides soient 
soumises a des deplacements d*uDe assez grande amplitude pour aban- 
donner le gaz dissous. Rapprochees fortement par une compression 
violente, elles s'^carteraient, en vertu de leur ^lasticite, sitot que la 
compression brusque aurait cesse, et cela d'autant plus qu*elles au- 
raient ete rapprochees davantage; elles pourraient done etre dans ce 
cas amenees a des distances trop grandes pour continuer ^ retenir le 
gaz dissous. 

L'efTet des vibrations que Ton communique au liquide vient k Tappui 
de cette maniere de voir. Dans les experiences de Cagniard-Latour, le 
liquide contenait fort pen de gaz; aussi les efiets ^taient-ils peu in- 
tenses ; on obtient des resultats remarquables par leur nettet^, lors- 
qu'on les repete avec des solutions sursaturees et en prenant la pre- 
caution de preparer les tubes de telle fagon, qu'en les reroplissant d'une 
solution gazeuse sursaturee, il n'y ait pas de degagement de gaz sur les 
parois. Si Ton fait vibrer, par exemple, un tube de verre de i metre 
de long et de lo k 20 millimetres de diam^tre, rempli d*eau de Seltz et 
frotte avec du drap mouilie> on voit ce tube, pr^c^demment rempli d*un 
liquide incolore oil Ton ne distingue pas une bulle de gaz» prendre en 
diflerents endroits, des qu'il est mis en vibration, un aspect laiteux qui 
provient du degagement d'une multitude de bulles gazeuses qui gros- 
sissent en s'elevant k travers le liquide. 

L'experience peut etre variee de diverses maniferes ; j'indiquerai 
seulement la suivante, qui est d*une realisation tr^s-facile: j'emploie 
un verre convenablement nettoye et je le remplis d'eau de Seltz jus* 
qu'k 2 ou 3 centimetres environ du bord, puis je le fais vibrer au moyen 
d'un archet ; le verre rend un son en memo temps que le liquide entre 
aussi en vibration, ct, si le son est un peu intense, on voit naitre dans 
le liquide, et jusqu*a une profondeur de 3 a 4 centimetres, d'innom- 
brables petites bulles d'acide carbonique qui viennent aussitdt eclater 
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a la surface. S'il s*etait developpe avant rexperience quelques bulles 
sur le verre, ces bulles sont projelees dans le liquide au moment de la 
mise en vibration et presentent alors des dimensions relalivement tres- 
considerat)les. 

On peut se rendre compte des diverses particularit^s de ces pheno- 
menes en tenant compte de la propriete, mise en lumiere par les expe- 
riences de M. Berthelot ( * ), que possedent les molecules liquides, de ne 
se separer que lorsqu'elles sont soumises ^ des actions dont la grandeur 
depasse un certain minimum. 11 y a en quelque sorte retard k la sepa- 
ration des molecules liquides. Si done on soumet ces molecules a une 
action mecanique, il faudra, pour produire une solution de continuity 
dans le liquide, employer toujours une action energique. Dans le cas 
oil cetle action sera un mouvement vibratoire suflisamment intense, 
les molecules liquides pourront etre amenees en certains points a des 
distances assez grandes pour se separer : alors il se produira au sein 
du liquide un vide absolu qui sera immediatement rempli et par la 
vapeur emise a la surface libre du liquide qui Tenvironne et par une 
certaine quantite de gaz qui s*ecbappera par la meme surface libre, 
quelque petite que puisse etre du reste la quantite absolue de gaz con- 
tenu dans le liquide. Bientot les molecules reviendront vers leurs po- 
sitions d'equilibre, Tespace vide diminuera, la vapeur se condensera 
en totalite; mais, pour ce qui est du gaz, ou bien il y a sursaturalion, et 
alors il ne pourra se dissoudre et restera a Tetat de bulle qui s'elevera 
a travers le liquide en grossissant aux depens du gaz de la solution 
qu'elle traverse, ou bien le liquide n'est pas sature, et dans ce cas il 
pourra encore arriver qu'il se degage sous forme de bulle. En effet, 
pendant la diminution de Tespace au sein duquel le gaz s'est degage, 
la surface absorbante diminue'tres-rapidement, et il suflit que la couche 
superficielle tres-reslreinte contienne la quantite de gaz qui correspond 
a la solubilite pour qu'il y ait excedant du gaz, qui alors fera bulle. Ce 
cas devra surtout se presenter lorsque le liquide aura ete soumis a des 
actions violentes, cVst-a-dire lorsque le volume maximum des solutions 
de continuite aura ete tres-grand. Cest ainsi que s'expliquent les expe- 

(') Sur quelques phenomenes de dilatation forcee des liquides^ parM. Berlhelot (Annales 
de Chimie et de Physique^ 3* s^rie, t. XXX, p. 282 ; i85o). 

Annates de Vtcole Nor male, a^ Serio. Tome IV. 4^ 
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riences de Cagniard-Latour sur les liquides conteDant pen de gaz en 
dissolution. 

Pour ce qui est du frottement des corps solides sur les parois du vase 
baignees par le liquide, il a pour effet de mettre en vibration la petite 
quantite de liquide comprise entre la paroi et le corps frottant. 

On s'explique ainsi comment il arrive souvent qu'un frottement 
lent contre les parois du verre capable de les rayer ne degage pas de 
gaz, taodis qu'une legere friction qui determine un mouvement vibra- 
toire du liquide suffit, au contraire, pour laisser apreselle une trainee 
gazeuse, et comment diflerents corps n'agissent pas de la mSme ma- 
niere, toutes choses ^gales d'ailleurs. 

3 decembre 1874* 
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LA TEMPMATURE DU SOLEIL, 

Par M. J. VIOLLE, 

PB0FES8EUH A LA FACULTY DES SCIENCES DB 6BBN0BLB. 

(Wkiponme k n. SORET.) 



Le dernier numero des Annales deVicole Normale supdrieure contienl 
une Lettre de M. Soret, dans laquelle ce savant physicien, jugeant mes 
experiences avec une courtoisie et une bienveillance dont je tiens tout 
particulierement h le reinercier, doute cependant c que, dans Tetat ac- 
tuel de la Science, elles puissent conduire k la determination de la tem- 
perature du Soleil >. En effet, dit-il, c pour pouvoir deduire de ces 
observations la temperature du Soleil, il faudrail avant tout connaitre 
la loi du rayonnement de la cbaleur a des temperatures elevees. On a 
tantot admis la loi de Newton, tantot celle de Dulong et Petit; or ni 
Tune ni Tautre ne sont exactes pour les bautcs temperatures ». 

Peut-etre M. Soret est-il ici trop afQrmatif. Sur la loi de Newton ap- 
pliquee a de grands excfes de temperature, je passe d'autant plus volon- 
tiers condamnation qu*aucun physicien assurement ne reclamera en sa 
faveur ; il serait meme injuste aujourd'hui d'adresser quelque critique 
a cet 6gard au P. Seccbi, car, s*il est d*abord tomb^ dans une erreur qui 
pent parailre singuliere apres les travaux memorables de Dulong et 
Petit, il a ete depuis le premier a la reconnaitre; mais, pour ce qui con- 
cerne la loi de Dulong et Petit, je ne pense pas que Ton puisse la con- 
daniner aussi facilement. Sans parler, en effet, des raisons theoriques 
qui militent en faveur de la forme exponentielle pour repr^senter Tin- 
tensite d'une radiation calorifique, et pour ne m'adresser qu'a Texp^- 
rience, je trouve en faveur de la loi de Dulong et Petit de puissants 
arguments. < En reality le rayonnement d*une source h temperature 

46. 
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quelconque peut sans doute etre represenle par une somme d'expo- 
nenlielles analogues a celle qui sufBt pour representer approximative- 
ment les echanges de chaleur des corps noircis aux temperatures 
basses ; ces exponentielles seraient d*ailleurs multipliees chacune par 
un coeificient particulier. Pour celles qui representent les rayons do- 
minant aux temperatures basses, les coefBcients seraient plus forts, ct 
la base de Texponentielle serait moindre que pour les autres. > (De- 
sains, Legons de Physique, t. II, p. 707.) D'apres ces conclusions, r6su- 
mant les travaux des deux savants qui ont soumis la loi de Dulong et 
Petit a une elude de revision si scrupuleuse, on voit que, pour un rayou- 
nement complexe comme celui du Soleil, Tintensite de la radiation 
peut s'exprimer par une somme de termes de la forme 

et, si les coefficients a, a\ (x!\... ^taient identiques, cette somme se 
reduirait a 

(m-4- m'-f-/w"-4-. . .)«' ou Ma', 

M deslgnant un certain coefficient qui serait precisement le pouvoir 
emissif du Soleil a la temperature qu*il possede actuellement. 

Mais est-il permis, dans une premiere approximation, de supposer 
ainsi a = a'= «" = ...? C'est, il me semble, I'hypothese la plus plau- 
sible, jusqu*a ce que Ton possede des mesures exactes de ces quantites 
a, a, a",.... Et, en effet, les experiences de MM. de la Provoslaye et De- 
sains nous montrent que la quantite m est a peu pres constante entre 
zero et 3oo degres lorsqu^ le corps rayonnant est un thermometre k 
boulo nue ou noircie au noir de fumee, mais que, si la boule du ther- 
mometre est couverte d'une feuille d*argent, m augmente quand la 
temperature decroit, de sorte que Ton a 

A 63 degres m = 0,01090, 

A i5o » m=: 0,00870, 

tandis que a reste constant et le memo dans les deux cas. Ainsi, mal- 
gre la difference des pouvoirs emissifs de Fargent et du noir defumee* 
malgre meme la variation rapide du pouvoir emissif de Targent, la base 
de Texpoaentielle reste la memo pour les diverses radiations venant se 
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superposor aux radiations primitives au fur et a mesure que la tempe- 
rature s*elfeve. Et, bien que ees experiences se rapportent a des circon- 
stances dans lesquelles la chaleur semble beaucoup plus homogene 
que quand elle emane de sources a temperatures elevees, cependant 
Taugmentation parfaitement nette de m nous prouve une modification 
sensible de ia qualite, ou, si Ton aime mieux, de la composition de la 
chaleur emise. Cette modification n'ayant amene aucun changement 
dans la valeur de a, on pent admettre que a est sensiblcment le meme 
pour toutes les radiations. Mes experiences sur Tacier et la fonte en 
fusion, c*est-a-dire k i5oo et i3oo degres, conduiscnt d'ailleurs k la 
m^me conclusion, comme on le verra plus bas. Cette Constance de a 
n*est sans doute pas etablie ainsi d'une mani^re absolument rigoureuse; 
mais, d'une part, les experiences que je viens de citer montrent qu'en 
Tadmettant on ne saurait etre bien eloigne de la veritc; d*autre part, 
rbypothfese de a constant a toute temperature conduit a une evalua- 
tion de la temperature du Soleil plus elevee que celle qui resulterait 
de la consideration d*une somme d'exponentielles a bases croissantes 
pour les radiations les plus cbaudes, comme le propose M. Desains : la 
correction qui pourrait resulter de cette consideration ne modificrait 
done pas le nombre que j'ai propose pour la temperature du Soleil dans 
le sens oil M. Soret desirerait me le voir corriger. Aussi M. Soret se- 
rait-il dispose a regarder a comme decroissant au fur et a mesure que 
la temperature s*elfeve ; mais cette mani^re de voir, qui repose sur Thy- 
pothese de m constant, ne saurait etre admise. 

Tai fait Tannee derniere, aux forges d'Allevard, quelques experiences 
dans le double but de verifier si une source de chaleur terrestre don- 
nerait avec mon appareil un effet comparable a celui que produit Ic 
Soleil et d'obtenir une evaluation probable de la temperature vraie du 
Soleil. Ces experiences, qui ne sont qu*indiquees dans la Note que j'ai 
publiee aux Comples rendus du 5 octobre 1874, sont expos^es en detail 
dans le Memoire que M. Henri Sainte-Claire Deville a bien voulu pre- 
senter en mon nom a TAcademie des Sciences, et qui contient Ten- 
semble de mes recherches sur la temperature du Soleil ; je n'en relaterai 
aujourd'hui que la portion touchant directement au point en litige. 

Si je rapporte ici ces observations, ce n*est point que je conteste 
Texactitude des experiences de M. Soret ou du P. Secchi sur des com- 
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paraisons analogues ; mais I'emploi d'actinombtres cylindriques de 
petites dimensions (*) et Tabscnee de toule preoccupation, relativement 
aux dimensions du thermometre et de Touverture d'admission, me pa- 
raissent rendre bien difficile la discussion de leurs r^sultats nume- 
riques (^). Je ne rappellerai pas comment j*ai essaye d'ecarter toutes 
ces difBcuItes ('), en adoptant pour mon actinom^re une forme et des 
dimensions plus convenables et en suivant dans la marche des expe- 
riences, d'aussi pres que je Tai pu, les logons que renferme Tadmirable 
Memoire de Dulong et Petit sur le refroidissement. Tobserverai seule- 
ment que, dans les recherches actuelles sur la radiation de Tacier ou de 
la fonte en fusion, la duree de Texperience etant necessairement limi- 
t^e par la duree meme de la coulee, j'ai du operer par la m^thode dy- 
namique, c'est-a-dire que, tout en employant mon actinomfetre, je m*eii 
suis servi comnie d'un pyrheliometre de Pouillet, ce qui conduit d'ail- 
leurs exactement aux memos resultats que Temploi de la m^thode sta- 
tique, ainsi que je m'en suis assure par des experiences comparatives 
faites sur la radiation solaire par Tune et Tautre methode. Si, d*au(re 
part, j'ai choisi comme source de chaleur terrestre une coulee de fonte 
ou d'aeier, c*est que je ne sais guere parmi les temperatures ^levees 
que les points de fusion ou d'ebullition qui soient connus avec quelque 
certitude et que, parmi les metaux usuels, le fer, sous ses diflerentes 
formes, s'ofTrait naturellement a moi comme etant k la fois le plus facile 
a obtenir en grandes masses et celui dont la temperature de fusion est le 
mieux eonnue. LMmpdrtant Memoire do M. Gruner, insure aux Annales 
flfe5A/me5(7'serie, t.IV, p. 254; i873),fournit,en effet,non-seulement 
les temperatures de fusion des fontes, laitiers et aciers, mais encore la 
temperature de ces corps au sortir des hauts fourneaux ou fours a fusion. 
Grace a Tobligeance de M. Charrifere, directeur des forges d*AIIevard, 



(') MM. de la Provostaye et Desains ont ^tabli, en eflet, rimportance des perturbations qui 
peuvent r6suUer de Temploi d'une enceinte trop petite, surtout lorsque cette enceinte est 
de forme cylindrique. 

(') Quant aux experiences de M. Soret avec les verres bleus de cobalt, Taateur recon- 
naissant lui-m6me quo « Tintcnsit^ n'a pas d'influence » sur Teffet observe, elles ne me 
semblcnt mcltre en Evidence que la constitution, mais nullement Tintensit^ de la radiation 
solaire. 

(') Voir Comptes rendus des i8 mai, 29 juin et 5 octobre 187^^. 
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et (le M. ringenieur Pinat, j'ai pu op^rer sur la coulee d'acier de leur 
beau four Martin Siemens. Je me suis trouve a AUevard a une epoque 
oil, en vue de la fabrication de ces enormes roues dont on munit main- 
tenant les locomotives a grande vitesse, la coulee qui se renouvelait 
toutes les douze heures se partageait seulement en cinq ou six temps, cm* 
ployes chacun a remplir un moule de 5oo kilogrammes. Le remplissage 
d'un pareil moule demandait environ i™3o*: je pouvais done faire arri- 
ver sur mon appareil pendant un temps connu, une minute, la radiation 
de la veine liquide incandescente qui s*echappait verticalement d'un 
orifice carre place au-dessus du moule. Les differentes mesures que j'ai 
failes pendant deux journees consecutives ctant parfaitement concor- 
dantes,jeneciterai qu'uneseule observation, qui m'a fourni,ruppareil 
ferme, 1 4**>4 et, I'appareil ouvert a la radiation, 1 5**, 7. De ces donnees 
on tire facilement 

0*= 35oo et, par suite, x = io63°, 

a' etant la radiation de la surface incandescente et x ce que j'ai ap- 
pele la temperature effective^ c'est-k-dire la temperature que devrait 
posseder Ic corps pour que, doue d'un pouvoir emissif egal a Tunite, 
il rayonnat avec la meme intensite que celle avec laquelle il rayonne 
reellement (*). 

(*) La formule qui convient dans ce cas est 

«'Pt H- ^ (e - /) = g a*-*- g a'^; 

a ^tant la constante de Dulong, ou i , 0077 ; 
p = a — I = 0,0077 ; 
/ la temperature de renceinte ; 
la temperature du tbermom^tre ; 
T Texc^s moyen pendant la dur^e de Texperience ; 
M la masse en eau do la boule du thermometre ; 
S la surface de Tenceinte ; 

w la surface de la source rapport^e ^ la distance de Touverture d'admission ; 
a Touverture d'admission ; 
X la temperature effective de la source ; 

y la temperature effective de la portion de Kespace onvironnant la source et vue du thermo- 
metre ^ travers Touverture d^admission. 

Remarque. — ^ se determine tres-exactement par une experience de refroidissement. 
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Or la temperature vraie^ le metal ayant deja coule depuis sa sortie sur 
une longueur d'environ o°*,5o, peut 6tre evalu^e avee une tr^s-grande 
approximation a i5oo degres. Appelons T cette temperature, on aurait» 
en designant par E le pouvoir emissif de Tacier en fusion 

Ea^=a*, d'oii E = 0,087, 

valeurparfaitement admissible d'apresles experiences deMM. delaPro- 
vostaye et Desains. Cette valeur est d'ailleurs confirmee par ce fait que, 
si nous supposons a la fonte en fusion precisement ce meme pouvoir 
emissif, les mesures directes que j'ai failes sur la coulee de fonte du 
haut fourneau d*Allevard nous donnent pour cette fonte, a i metre en- 
viron du trou de coulee, 

X = 832*> et T = 1 3ooS 

ce qui est bien d'accord avec les nombres de M. Gruner. Tons ces cai- 
culs etant d*ailleurs bases sur Thypolbese de la Constance de a, cet ac- 
cord ne paraitra pas sans doute sans importance au point de vue de 
Texactitude de la loi de Dulong aux temperatures ^levees, cette loi 
6tant interpretee, comme je Tai explique plus haut, d*aprfes les tra- 
vaux de MM. de la Provostaye et Desains. 

II est d'ailleurs facile de verifier que les rcsultats obtenus avec le 
Soleil d'une part et Tacier en fusion d'autre part sont bien entre eux 
dans le rapport qu'exigent nos idees sur la temperature du Soleil. Sans 
recourir a aucun calcul et empruntant seulemcnt k mes mesures de la 
radiation solaire Tune d'entre elles, a la date du 6 septembre 1874, 
2^ 1 5°*, dans laquelle le thermometre est monle en i minute de 4^2, on 
voit que dans le meme temps, 1 minute, le thermometre accuse sous 
rinfluencc de la radiation solaire un exces de temperature environ trois 
fois et demie plus considerable que celui du a Taction de Tacier au sor- 
tir du four Martin Siemens ; et, si Ton admet entre Tintensite d'une 
radiation et son effet actinometrique une proportionnalite qui ne peut 
pas elre bien eloignee de la verite, tant que Ton se renferme entre des 
limites suffisamment etroites, on peut determiner immediatement la 
temperature qu'il faudrait attribuer a la surface du Soleil pour qu*elle 
donnat lieu a une radiation trois fois et demie plus intense que celle de 
Tacier a i5oo degres. On trouve ainsi, dans Tbypothese d'un pouvoir 
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dmissif maximum, comme temperature effective Am Soleil, 1600 degres 
environ, c*est-a-(lire un nombre presquc rigoureusement egal a celui 
que j*ai ete conduit a admettre comme resultat de mes mesures directes 
de la radiation solaire. 

Si maintenant, nous rappelant le fait, extrememenl important, mis en 
Evidence par M. Hirn, de la grande transparence des gaz incandescents, 
nous supposons que la surface solaire rayonne comme un bain de metal 
en pleine fusion, les experiences precedentes nous fourniront le moyen 
d'obtenir avec une certaine exactitude la temperature de ce bain m^- 
tallique. Nous en avons pu deduire, en effet, pour Tun des metaux les 
plus importants du globe solaire, le pouvoir emissif determine, sinon 
peut-etre avec une trcs-grande precision, du moins (ce qui est surtout 
important pour le but special que nous poursuivons en ce moment) 
dans les conditions memos d*exp^rimentation adoptees pour Tetude 
de la radiation solaire. Si Ton accepte cette determination comme don- 
nant une valeur probable du pouvoir Emissif de la surface du Soleil, on 
aura pour la temperature moyenne vraie de cette surface T = 1980®, 
ou, en nombre rond, :2ooo degres, avec une erreur probable que j*estime 
inferieure ^ 100 degres. 

Tel serait d'ailleurs, a bien peu pres, le nombre auquel conduirait 
une interpretation exacte des experiences memos par lesquelles M^ So- 
ret croit avoir montre Tinexactitude de la loi de Dulong et Petit aux 
temperatures elevees. Remarquons, en eflet, que la mesure actinome- 
trique du rayonnement emis par un disque de zircone incandescent ne 
pourrait fournir la temperature vraie de ce disque qu'^ la condition 
que Ton connut le pouvoir emissif de la zircone a cette temperature. 
En admettant que ce pouvoir emissif est egal a Tunite, comme le fait 
implicitement M. Soret, ce n'est plus la temperature vraie qu'il cal- 
cule, mais bien la temperature effective; mais la connaissance de cette 
temperature effective conduit immediatement k la valeur du pouvoir 
Emissif moyen du disque, k condition toutefois que Ton connaisse 
d'autre part la temperature vraie du disque. M. Soret evalue cette der- 
ni^re temperature a 2000 degres, nombre sans doute fort incertain. 
Acceptons-le cependant et calculous le pouvoir emissif moyen de son 
disque de zircone a :2ooo degres. Calculous, d*autre part, la temperature 
effective du Soleil, telle qu'elle resulte des mesures de M. Soret, au 

Annates de Vieole Normale. a« S^rie. Tome IV. * 4? 
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sommet du mont Blanc. Admettons mainteDant que le pouvoir ^missif 
moyen de la surface du Soleil soit pr^cisement ^gal au pouvoir emissif 
du disque de zircone dans Texperience de M. Soret, et nous trouvons, 
comme temperature vraie du SoIeiU 2470 degres, nombrequi ne diflfere 
pas beaucoup de celui que je conclus de mes recherches et qui lui de- 
viendrait rigoureusement 6gal si nous attribuions au disque de zircone, 
comme temperature moyenne de sa surface rayonnantet la yaleur pent- 
etre plus probable de i5oo k 1600 degr^s; mais il y a sur cette tempe- 
rature moyenne une incertitude trop grande pour que je veuille con- 
dure de Texperience de M. Soret autre chose qu'une verification de 
Tordre de grandeur du resultat de mes recherches, et cette verification 
je Vy trouve assurement aussi satisfaisante que possible. 

La difiicultS, je dirais presque Timpossibilit^ de connaitre la tempe- 
rature moyenne exacte de la surface rayonnante du'disque de zircone, 
provient de ce que la temperature moyenne d'une telle surface peut 
differer beaucoup des temperatures locales qu'afiecteront tels ou tels 
points en particulier. Et cette difficult^ se rencontre non-seulement 
dans la comparaison des sources terrestres au Soleil, mais aussi dans 
revaluation meme de la temperature du Soleil ; de telle sorte que cer- 
tains points de I'image du Soleil, obtenue au foyer d'une puissante len- 
tille k echelons, peuvent parfaitement presenter une temperature de 
:25oo degr^s (j'adopte sans discussion ce nombre propose par M. Ber- 
thelot), la temperature moyenne du Soleil et, k plus forte raison, celle 
de rimage ne depassant pas 2000 degr^s. Les variations considerables 
de la temperature du Soleil d'une region k Tautre de la surface, varia- 
tions si bien mises en evidence par les observations du P. Secchi, 
rendent ce double resultat parfaitement possible et sufBsent, je crois, 
pour faire disparaitre toute difficuUe provenant de la comparaison de 
deux nombres en apparence contradictoires. 

Grenoble, le i4 f^vrier 1876. 
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INTRODUCTION. 

L'importance de la fonction cos j: + isinx dans la Trigonometrie et 
FAnalyse est due surtout aux deux proprietes qu'elle poss^de, d*ayoir 
pour inverse Texpression coso? — isinx, et de se reproduire a un fac- 
teur pres dans sa derivee. 

Les memes propri^t^s appartiennent ^ trois combinaisons lineaires 
desfonctions elliptiques designees par les lettresX, fx, v (t^oirleTraite 
de MM. Briot et Bouquet). Ges combinaisons sont 

fi[z)-^iMz), v[z)'^kl^z), If' ; 

nous les d^signons par 

V.{-8). fA.(^), >i(^). 

Dans un premier Memoire, apres avoir signals les proprietes fonda- 
mentalesy les zeros et les infinis de ces fonctions, nous en donnons les 
developpements en series de produits, en sommes de termes, en series 
circulaires, et nous traitons les m^mes questions sur leurs rapports, 
qui n'ont que des zeros et des infinis doubles. 

Dans un second M^moire, il s'agit de I'addition et de la multiplica- 

47. 
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tion. Le point de depart y est, pour v,(2), une formule analogue a la 
formule de Moivre prise sous la forme 

, .X . . / .X cos2-f- isinz 
_ ' ' cos/— -£ sill/ 

La formule s*etablit par la consideration des zeros et des infinis de 
V, ( 2 4- /) au moyen de la relation 



(t-') = 






Sans compter les expressions deii{z -ht),\[z 4- /) qu'elle implique, elle 
se prele a des consequences varices; elle conduit en particuliery sans 
qu'il y ait embarras de facteurs elrangers, aux valeurs des produits 
li{z'ht) ii{z — /),.... Des formules paralleles ontlieu pour fx, («+r), 
X, {z -4- /). II en resulte, de proche en proche, a Tegard de la multipli- 
cation, des expressions concretes qui sont des fonctions rationnelles 
deX, fx, V ou les termes, a un facteur pres du premier degr6 quand n 
est impair, ontun degrc sous-double de celui qui a lieu dans les expres- 
sions de X(/ia), et sont conjugu^s Tun de Tautre. 

L*objet d'un troisieme Memoire est la division de Targument. En fai- 
sant ressortir Tanalogie de la question avec le probl^me correspondant 
de la Trigonometric, nous sommes amenes k T^tude particulifere de 
Tequation oil V|(z) estegal a Tunit^. G'est une equation qui corres- 
pond a I'equation a?" — i = o, et jouit de proprietes analogues. Les ra- 

cines primitives y sont en nombre egal a n^ (\— \\ ('""g^)'"' 

a, 6,... etant les facteurs premiers de n. Une racine primitive de 
a:* — 1 = engendre toutes les racTines par ses puissances successives; 

pareillement deux racines s expnmant parv, ^ » v, ^ 

suQisent pour faire obtenir toutes les autres, pourvu que la condition 
d*avoir/?,y2 — <{\P2>o soit remplie. Quand le nombre n n*est pas un 
nombre premier, les racines peuvent se calculer au moyen de celle» 
d'equations de degres inferieurs, les racines primitives elles-mgmes au 
moyen de leurs racines primitives, 
Les memos faits s'appliquent a la fonction jx, (z) et k X, (z), comme k 
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\{z)^ jx(z) etv(2)y sauf certaines particularites; par exemple, pour 
X, (2), |x(z), V (a), le nombre dcs racines primitives est moitie moindre. 
Dans le Memoire suivant, nous traitODs de la division par 2, puis 
par un nombre impair, de Tune ou de Tautre periode, ainsi que des 
probl^mes inverses. La division par un nombre impair n fait dependre 
^if ^i» ^'1 parametres et modules de la fonction a determiner des di- 

verses valeurs de v f /? — V ou de fx [/? — ] > ou de X f | H- /? — ) > ayee des 

equations de condition qui admettent les racines primitives d'cquatioDs 
etudi6esdans le troisieme Memoire, etn'admettent pas les autres. Le de- 

gre de Tequation moduIaire/(A;', K^ ) = o, egal a/i(i-h-) (^^■T)•••» 

se reconnait sans difficulte. Les calculs eux-memes accusent que I'e- 
quation en k et A| est la memo, et que, par le changement de k' en vi i, 

de U^ en ifj,i, elle devient Tequation qui lie 19 = x et V3i = tt • L'equa- 

tion modulaire sous la forme d*un determinant pent se deduire des 
formules obtenues. Nous appliquons le procede au cas de /i = 3 et a 
celui de n = 5 ; alors, au moins, les calculs a faire pour amener Tequa- 
tion \ etre rationnelle ne sont pas trop penibles. 



PREMIER M£M0IRE. 



I. 

DifinUions et premiires propridtis. 

1. Soil X (2, g, k) ou simpIemenlX(2) la fonction definie par I'equa- 
tion differentielle 

sous la condition d'avoir, pour z = o, X = o et j- = g. La fonction 
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li{z,g,k) ou fjL(z) et la (onction v{z,gfk) ouv(z) sont defioies par 
les formules 



en se prenant egales k i pour z = o.l\ s'eDSuit 

■j^=^gf^{z)v{z), Jt = -.g'k(z)v(z), -£=-k'gl(z)n(z). 

Soient encore o), o' deux p^riodes ^16mentairesdeX(z)y tellesqu'on 
ait 

de telle sorte qu'il en r^sulte 






M') 



,. , -» 






Les trois fonctions qui doivent nous occuper seront 

v.(z) = fx(2)H.iX(z), fx.(z)=v(^) + *a(2), x.(z)=?^i^^^^^^ 

Elles sont evidemment, comma les fonctions X, jx, v, monodromcs sur 
tout le plan, et elles ont pour periodes elementaires communes ca 
etao)'. 

On sail que, pour avoir X( yj =i, X(^ -+- — ) = t» W| , w'j etant 
deux autres periodes, il faut prendre 

Pour avoir en outre ^{t)~^(z)'^^ ^^"' ^^® '^ ®^^* P^^''^ ®' ^^ 
plus que n' soit pair aussi pour avoir |u.(^-t-— J= — rr* Les pe- 
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riodes a)| et ao)'^ ne seront done analogues k o) et 2ci>% pour les trois 
fonctions, que si elles leur sout liees par les formules 

w, = (4m-i-i)6) 4-8na>', 20)', = 4'w'&) -h(4/i'-hi)2&}' 

ou 

w, = 4 /no H- 4/12 &)'-!-&), 20)', =r4/n'a) -h4i'2&)' -f- 2 0)'; 

et, si elles sont elementaires, les nombres en tiers m, n, m\ n' salisferont 

a la condition 

(4'n-+-i)(4i'-hi) — i6»/n' = i. 

Les produits 

[^(2)H-iX(z)][fx(z)-iX(^)], [y[z)^kn{z)][v{z)^kn(z)], 

v(3)H- k fjL{z) v{z) — h' fx{z) 

sont tous trois egaux a Tunite; on a ainsi 



c'est-a-dire que les inverses des trois fonetions sont les expressions 
conjugu^es dues, les deux premieres au changement de i en — i, la 
troisieme a celui de k en —A sans changer le signe de k' . 

Les propri^tes connues des fonetions X, jx, v conduisent immediate- 
ment aux formules suivantes : 

v,( — z)= — j^> V, (z-+-^ ) = — y,(z), V, (- — «) = -^•5 

V.(a)'-f-Z)=— ^^-rjr, V.(W' — «) = — V»(2), 

^'^-^)=;i;f^)' ^'(i-^")=^)' F.(^-^)=f^.(^). 

et 



X,{-.) = M.), X.(^-^.) = j^, x.(^^-z) = 5^ 

X|(0.)'-f- -3) = — X|(2) = X,(w'— s). 



r 
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2. Denudes des trois fonctions . — Le calcul de ces derivees doDDe 

2j = v', (z)==— g-x(if)v(2)-i-ig^fx(z)v(if)=«grv(fx-f-a)=igrvv,, 

d'oii Ton tire 

— ^ = rf logy, = ig^y dz, -^ = rflogu, = ikgyidz, '^ = d logX, = — kgldz. 



puis 



logv,(z) = igr / v(z)dz, 
\oglit{z) = ikgj ii{z)dz, 



i-f-Ar 
9 



ou bien 



logM^)=— kg J X(z)rfz-4-log-p 



X(^)</< 



V,(z)z=:e''o , Ft('^)=« > ^i(^) = -p-« 



II est aise de reconnaitre par ces expressions que les fonctions V| (z), 
|Xi(;s), Xf(jz) sent monodromeSy bien que les integrates / v{z)dz^ 

Jo 

Jnz nz 

f ii[z) dz^ I X(z) fifis ne lesoient pas. 
Jo 

Si Ton pose js = — h 2', on a 
puis 
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Quand on fait rintegration le longd'un cercle d'un rayon p infiniment 

petit, ayant le point— pour centre, ceite integrale a pour limite — ; 

par suite, I'exponentielle ne change pas. II en est de mSme de tout 
autre point rendantv(z) infini. La fonction v,(5j) est done bien mono- 
drome. 

3. Zdros et infinis des trois fonctions. Fonction Vi[z). — Comme 

Ton a iiiz) -f- i\{z) = ,'.,,, , j les infinis de v, (z) sont les zeros 

"^ ^ ^ ' Im{z)— IA(Z) ^ ' 

de ii{z) — iX(z), et ses zeros en sont les infinis. Ces zeros et infinis ne 
peuvent repondre a des valeurs finies de X et de ju.; ils ne peuvent pro- 
venir que des infinis de X et de jx, ce qui est une particularite impor- 
tante. 

A tout infini de X et de fi, il correspond soit un z^ro, soit un infini 
de V|(z). 

L'expression generate des infinis est en efi^et, pour X et fx. 

Or, si Ton pose z = u -h z\ W vient 

le signe + se prenant si q est pair, le signe — si ^ est impair ; et de la 
il resulte, 

Au casoiip est pair v, (a-hz') =±:vi ( \- z'U 

Au cas ou p est impair v,(a -f- z')=±: 



Mais on a 

de sorte que, z' tendant vers zero, la limite est celle de 

^ k^gMz')ix{z') _ ,Mz') 
kgiu(z')v{z') -^'^ v{z') 

ou zero. 

Annates de Vtcole Normale, a* S^rie. Tome lY. 4^ 
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Done, dans le premier cas, a est un zero de v, (2), et dans le second, 
e'estun infini. 
L'expression generate des zeros de V| {z) est, en consequence, 



celle des infinis est 



fl==(4/>-hl)~H-(7-, 






Ainsit sur la Hgne du cdle su' du paralleiogramme elementaire, les 

zeros se suivent k partir du point — par intervalles egaux a ce cote, 

20)', el les milieux des intervalles sont des infinis; de sorte que les in- 
finis ct les z6ros sont distribues sur des lignes paralleles au cote o) du 
paralleiogramme, les lignes portant alternativement des zeros et des 

infinis qui se suivent k la distance -• 

Dans le paralleiogramme elementaire (o), a&)'), la somme des deux 
zeros est 

2 \ 2 2 / 2 ' 



d'oii resulie 



Vi{z)=Vi (w'H z 



on 



Ponction fx, («). — On trouve d'une fagon semblable que les zeros de 
la fonclion fx, (z) ont pour expression 

et les infinis 

a = (4p-0 — -*-?«, a=(4;>-^0Y"^(^?'*"')2' 

Sur le cote 2(a>' du paralleiogramme elementaire les zeros et les in- 
finis sont les memos que pour V| {z) ; mais sur chacune des lignes mc- 
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nees eo ces poiDts parallelemeot au cote o), les zeros et les iDtinis se suc- 

cedent a la distance -• 

2 

Fonction X, [z). — Les zeros ont pour expression generate 



les infinis 



a = (2;?-4-i)~ +(25-1-1)-, 



a = (2p-f-i) h jck). 



II n'y a la sur la ligne ^co' que des infinis, et sur chacune des lignes 
qui y sont menees paraliclcment au cote o), les infinis el les z^ros se 

succedent alternativement, par intervalles ^gauxa -9 de sorte que les 

lignes parallMes a 20' sont alternativement des lignes d*infinis et de 



zeros. 



4. D'apres cette distribution des zeros et des infinis pour les trois 
fonctions v, (z), a.| iz), X, (:;), les rapports ^^~» tt^» -4^ n'ont cha- 

cun que des z^ros et des infinis doubles. Nous designerons ces rapports 

par 7^1 [z)y 7^2(^)1 ^al-z). 

Pour le premier, ty, [z] = ^-^.^ Texpression generate des z^ros est 



celle des infinis 



flzz=(2/?-4-l)- -+-(4(/4-i)- 



a = (2/;-f-i)^-h(47 — 1)— •, 



pour le deuxieme, fs^[z) = ^. , L celle des z6ros est 

a=p(k)-+-(4g-f-i)— , 

celle des infinis 



« = (2;?-fi)-4-(4?4-i)Y' 
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et pour le troisifeme,tya(2) = -4-|> celle des zeros est 



celle des iDfinis 






a=r;?a)-f-(45f-hi)~ 



Les trois rapports ont ca ei 2(»>' pour periodes elemenlaires, etdans 
leur parallelogramme il n'y a pour chacun qu'un zero double et un 
infini double. 

II est a remarquer que Ton a 

d'oii 



II. 

Developpements en produits de facteurs. 

5. Ddveloppement de v,(z) = \>.{z) -+- »X(3) = e •'■> . Gonside- 
rons la formule connue 

v(z) = ^'lim^(-i)»cotr(2n + i)7Tp-2£fJ, 

« 

6)' 

n' devant eroitre iDdcfioiment et p designant le rapport— G*est 

[/ \ "A"' sin(27rp— ^^) 

^ n^i cosf27rp— - — 1 — cos/i47rp 
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On CD deduit 



g.J^ v{.)rf, = lo6— A-^-_— Z 



'*=^' COS ( 27:p — cosn^7:pj 

-f-lim > (-O-log ^^^ . ^, 

^ cos2 7rp — cos/i47rp 

n= X 



d'oii 



. / 27rz\ 

sin hrp , 

, X I- \ w / cos27rp — cosa^rp 

•^ cos I 27rp — - — J — cos47rp 

( 47rA / 

cos(27rp — - — I — cosa.ATTp , ., 

V '^ 6) / '^ C0S27rp— C0S(2/l— i)47rp 



X 



cos27rp — cos2.47rp / 47r-8\ , ,, 

'^ ^ "^ cos(27rp— -^ — j— -cos(2n — i)47rp 

cos 1 27rp — - — ] — cos2».47rp 



COS27rp — cos2/i.47rp 



n croissant indefiniment. 
Comme Ton a 

cos( 27rp — - — ) — cos2»4^P sin sin ( 27rp J 

cos27rp — cos2n477p sin(4'»— 0^psin(4'i-+-i)^P 

et 

cos (27rp — - — j — cos(2/i— i)47rp sin sin I 27rp j 

cos27rp — cos(2» — i)47rp sin(4/i — 3)7rpsin(4/i — iJTrp' 

si Ton pose 

/ 4^^\ / - r . ^7^^ . / 27Tz\ n 

"=• cos I 27rp — -^^ — — cos2».47rp '»=«| sin sin 27rp ) I 

I^^TT V ^ / - = TT II "' \ ^ ^ / I , 

11 cos2 7:p— - cos2»4^P *•'• L sin(4/i — iJ7rpsin(4'H-i)7rpj' 



n= I n=i 



i.=n 



"-• COS (27rp— -^^ — I — cos(2» — i)47rp «-• I sin sin(27rp ) i 

cos27rp— cos(2n— i)47rp ""11 L sin(4/i— 3)7rpsin(4/i — i)7rp J' 



n=i n=x 
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la formule est 



V.(2) 



H. LEMONNIER. 






si HTTP 



u 



Mais elle pent se mettre comme il suit sous une forme plus simple. 
On a d'abord 



stn{np-—j 
v,(z) = lim — ^ ^ 



sin7rpsin37rp 



smTip 



sinj^TTp^.— jsm(^37rp-— j 



X 



sin(37rp + ^)sin(57rp-^) 



X 



sin3Trpsin57:p 
sin(4/i — 3)7rpsinf4'* — O^rp 



in I (4» ~ 3)7rp + ^ Jsin I (4/1 --i)rp — ^J 

sin {^n — i)7:p -h - — sin (4/i H-Orrp ^ I 



X — -- 



sin(4'i — I T,p sin(4/i -f-i)7rp 



ce qui se r^duit a 



v,(z) = lim 



sin (tip- i^jsin(37rp4-^j sinr(4» - 3)7rp- ^ 

im i- . . . = II 

sinf7rp4-- — ) sin f 37rp ^j sin (4^—3 )7rpH — ^1 

sin I (4« — O^P "J- -— - sin (4'i-f-i)7:p H 

sin 1^(4/1- 1) 7rp- ^J 



X 



sin(4'H-i)7rp 



{ 



limlX — ) j~l 

n=i cos(27rp— ■ •^-^) — cos(2/i — i)4^P 



Xlim 



sin|(4/i-hi)7rp- ^J 



sin(4'H-*)7rp 
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Or on a 

sin (4/i-f-i)7rp — ^^ r- 1 

lim — ■ — r—~, ;^ == lim COS sm collar 4-i)7rp 

27:3 . . 27:3 

= cos h / sin > 

Gt) 0) 

suppose que le coefficient de i dans la valeur de p soit positif. Done 



n = « 



COS ( 27:p H- 3-^ J — cos ( 2 /I — I ) 4 7:p 

v,{z) = .-n— 7 4^-^( ; — 

n = t cos I 2 7:p— - — I — cos(2/i — i)47:p 



1.--./ • 4^2 • i 

,.«'•-• sin^sm27rp J 



n =r t 



sini (4n - 3)7:p-+- ^Jsinj (4/1 -O^^p- ^ J | 



Remarque. — En faisant dans cette formule z = j -+---> on obtient 



A =» n = » 



'- ^' ^ e«?i IT ^^^4 (/i~i)rpcos4/i7:p ^ ^„^, |-|- / _ sin»27:p \ , 
/f 11 cOs'(4i — ajTrp ll \ cos*(4'i — aJTrp/ ' 

n = I n = t 

d'ou 

i±^ = e-V VtV. + ^'"'^^P \ . 

/r ll \ cos4('* — 7:pcos4/»7:p/ 



n = I 



Par la difTerentiation, I'expression de V| (z) donne 



i>=r OB I 

J. 



Sin I 27:p 



47:3 



• ( \—^Ill ^^ V I \ M 



^,1 cos(27:p-h-'-^| — cos(2n — i)47:p 

sm ( 27rp — -^— 



cosi 27:p -- ' — j — cos(2/i — i)47rp I 
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d'oii, par z = o. 



2 7r 87risin2 7rp 



It = OS 



0) 0) ij^cosarrp — cos(2/i — i)47rp 



n = I 



27r 4^'sin2 7:p 



V ! 

^sin(4/i— SJTrpsinfi/i— "« 



0) w ^sin(4/t ~3)7rpsin(4'i — O^rp 



n = I 



6. Le developpement que nous venous d'oblenir pourv, (z) peutse 
deduire de la formule generate due k Cauchy 



fH)_ 
Ao)- 



n 






ou/{z) designeune fonction quin'est pasnuUekrorigioe, ayant a,..., 
a,... pour ses zeros et ses infinis.dans Tinterieur d'un contour qui 
cumprend le point z = ^, monodrome ainsi que sa derivee a Tinterieur 
et le long du contour. 
Lorsque le contour s'eloigne h Tinfini dans tons les sens, si le quo- 

tient -4-^ reste de valeur finie tout le long de ce contour, la formule 

pent se remplacer par 

de sorte qu'elle donne 



I — 



v.(z) = limJJ ^e '^J ^ . 



I — — . 



n — ij hm — 

' 2 2 



Comme la fonction v ( ~ 4- z) est impaire, prenons un contour qui ait 
le point z= — pour centre, par exemple celui d'un parallelogramme 
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ayant ses cotes paralleles a ceux du parallelogramme ^lementaire 

(2 0)', co), aux points 

(. 0) Gt) \ , Oi 0) 

/ll - -+- 7- p zz=m' — h 7- 
24/ 24 



et 



w' -3 . w . . w' &j' 



z = — (4/»'-+-0^ -*- tw'* z=(4/»'-+-i) — I- -T-- 



2 



L'integrale, si Ton pose ? = — h ?', deviendra 

elle aura merne limite que / v (— -h ?') -^j c'est-k-dire zero; et de la 



I — 



( 4 /« -f- 1 ) \- m - 

v,(z) = lin^ TT r 

I —, 

(4n — ij h m - 

'2 2 



Mais m devra variep pour les deu* termes depuis m= —m' jusqu'a 
m=m!\ et /I pour le num^rateur depuis /i = — n' jusqu'a n = n', et 
pour le denominateur depuis n = — n -f- 1 jusqu'a n = /i'; c'est-a-dire 
qu'oD a 



v,(2) = liin 



n = 11' m—m' 

n n A- 7^ — rJ — ■« 



n n ' - 



ou 



n=-7^r mZ2m'\ (4'»- ^ -4" 'W ^ 



7.T.Z 
n = n' m = m' 



n n 



0) 

I — 



(4»-M)7rp-+-m7r, 
v,(^) = lim 



n = n' m = m' 



n n V -uTiri 



(4/»— i)7rp-+-mTr, 

n=— n'+i m=—m' 
AnnaUi de i'J&coie Normale. 2« S^rie. Tome IV. 49 
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Dela 
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I 9 7"^ I 

" = '»' sin (i^i-f-OTrp ^ 

n -i^ ^ 



y,(3)z=liin 



n= — «• 



sin(4'H-0^P 



«=«' sin 

n - 



(4/1— i^Trp — 



27rz 



/i = — n'+t 



sin 



X 



X 



sin(4/i — i;7rp 

in iTrp } sin ( 5Trp } sin \i\n -4-i)7rp I 

— — • • « _— — ^ • • • 

sinTrp sin57rp sin(4/* -+-i)7:p 

sin(37rpH ) sin|77:pH j sin (4/i — iJTrpH | 



sin 3 TTp 
sinSTrp 



sin 7 Tip 
sin77rp 



sin(4'^ — i)7rp 
sinf4«— -i)7rp 



X 



sm(^37rp-— jsin(^77rp-— j 
sinTrp sin 5 TTp 

. / 27r2\ . /^ , 7.TZZ\ 

sm (Tup H I sin I 5;rp H j 



• • 



• • 



• — . . _ 

sinl(4/i--i)Trp— ^J 

sin (4/* — 3) TTp 
sinl (4/1— 3)7rp-+-^J 



(I'oil 



sinfTrp ^j slnl37rpH ^| sin (4/i^3)7rp I 

. / 27r-S\ . /, 27rz\ . V,, ^. 27131 

sinlTrpH j sin[37rp J sin (4/» — 3)7rpH 



y,(2) = lim 



X 



in|^(4/i-i)7:p-f-2Hj sinf(4/n-i)7rp-~| 

r9 T ^ 1 
(4/1 — i)Trp-*- -^J 



sin(4'»4-i]7:p 



ce qui est la formuie precedemment obtenue. 

7. Autre developpement de Vj(z). — Considerons la formuie connue 



m = m' « = n' 



v(z)=-Llim ^ ^ (-!)■ 



I 



m = — m' n— — n' 
m=:m' n = n' 



z (2/1-f-i) — 

2 ^ 'a 



, lim 



S S'-"-; 



m=:—m' n=—ff 



TTZ //ITT , , TT 

(2/H-1)- 

w' 2p 'a 



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 387 

d'oii 



mz=.m 



v[z)=—,\\m y 



^ m^:::m' cos 



JTzz nm:\ 



II s'ensuit 



/TT r,z mr:\ 



4 2 &i' 4 P 
gi I y(z)az = \im y log ^t_ — _ f- 



1/ v(2)rfz=rlini > log ^ 

m =—m' 1«"b I T 



4p7 



puis 



v,{a)=lim J\ 



. , , In Tiz mi:\ 

?~4p'j 



m=-in' lang 



m = « 



/tT 712 \ XT. /^ TTZ m7r\ ^ /tT 712 W7:\ 



m=i 



/r TTZ \ . ,m7r 
»"=- langM 7 ; — lang»-T— 

tan« f IE - iLi\ FT lA4_.?i:!V l_4p. 

'^ \4 2w7 11 ^ ,/7r 7:2 \. ,/»i7r 



=''»«(i-S)n 



"« = « cos— sin— 7- 



2p Ot) 



='*"8(i-S)n(- 



rm: . 7rz 

m=, cos hsin— r 

2p w 



*"-• / 2Sin— 7- 



m=i \ COS hsin— r 

^ 2p w' 



a-S)nl 

"■■L 



Sin— 7- 
= ^ngl-.- — ) II I I- 



CO^ 7 7 -+--7— cos 7 7 

\4 2w' 4p/ \4 2&)' 



mTT 



4p/^ 

49- 
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La formule de Cauchy donnerait la 



I 



n 



y.(z)=lim n ^ ^ 




n=- n +1 



m := fn' c i 

=iim n 






= -m' SI 



m-= — m 



'"(-4 -"'"41) 

.'"--810(7 ;-+-m7- sin 7 > — 'W7-) 

r^ lang/^^ — — ^ TT ^^^ ^^^ V4 ^^>> 4.0/ 

\4 2w' 4p/ \4 200' 4p/ 



m=i Sin 

ou 

m = » 



/ \ . /tt Tr-zXfT. [7: r,z tt \ . /tt ttz tt \ 



m =1 



comme ci-dessus. 



8. Developpements de |X|(z) = v(z) -^ ki\{z) =ze *^o' . — Pre- 
uons 

, V 27:/ .. V^ ( — 0" 

^ lif^oa ^ . r27:3 , , 

^ n=-n' Sin (2/l-f-l)7rp 

On en lire 

lan6[(2« + .)^--J 






hgi I |x(«)rfz= lim \ ( — O^Iog 



n = — n' 

2 



tang(2/i H-i) -£ 
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ce qui donne 

f/, 2 =Iim f- ^; -.. 

^""n-t+ir) ^''"6(^T-Tr) ^'"'H^^"^'^) 



\2 &)/ \2 0)/ \2 W/ 

«g[(4n->)f -^J lang[(4n + .)? + ^] 



en posant 

, . "=- tang (4n — i)-^ h 

92 = tang M- TT 1. -i 

°\2 w / XJ. I 7:0 TTZ 1 

^ ^ n=. iang|^(4/i-M)-^+— J 



n = » 



=-«(?-?)nr-, — 'p. , .1 

11=1 I sin7:p-+- sm I h4«7^p) I 



n c=« 



= langf^-— "ITTIi ^^^^ 

'»=. I sin|^— + (4m + i)-J:JcosI— +(4n 



' 2 



Remarque. — On deduit de la par 2=7' 



3 



JLJL \ sin7rp-hcos4i7rp/ 



n=u 

n 

n=o 



Sin 7:0 
I — 



si„[^-(4«-.)?Jsin[j-(4»^.)?jr 



d'oii 



n = a» 



11 \ sinTip — cos4'*7rpy 



n=o 



nl SinTTO 



n^o 



sin[H_(„ + .)?]cosg-(4«-i)f] 
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ou encore, de plus haut, 

/I = 90 

)i'+ /ri =—rT fi— sin rp COS 4 nrp 



'+ /i =— IT fi— sin rp cos 4 nrp Hj ^ 

11 I /sinTTp + C0S4 TiTipX ' I ' 



n = 



k'^U = - 



nr sin7:pcos4i7:p ~| 

I /sinrp — cos4/i7:p\' I ' 

"="1 I ^ JJ 



9. Autre developpement de |:jt.|(z). — L'expression suivaDte deft(2) : 






'^ m = -m'-iCOSl -7-/71 — 

\6) 2p 

donne 



n=: ao 



, , /tt ttzX f-T Ttt /'p.rt — Ott ttz "I Ttt . (an — i)7r ttz "1 



n=i 



/tT 2W7r TTZN^ /tT 2/17: TTS \ 



/tt t:z\ -w-t 

=^"8(4" w)n 



(2/» — i)7r . T^z 2/i7r . 7r« 
" = • cos — -f- sin —r cos h sin — 7- 

2p &)' 2p &)' 



(2/1 — 1)7: . 77-3 2/177 . TZZ 

n=x COS ^ Sin -7- cos sin —r 

2p (k) 2p 0) 



It = «o I 

TT 7:z\ L 



. T.Z 
2Sin— r 

0) 

I 



It: tzz\ 



. 7:2 (2/1-1)7: 

Sin —7 — COS ~ 

w 2p 




»»-• / 2sin — 



n 



I — 



. TZZ 7,mz 

n = i ^ Sin— 7— COS 

\ W 2p 



^^ ^, , . 1 ^ / \ v(z)-hlffx{z) I-+-A- -kgri(i)dM 

10. Developpement de A<(z) = ,. ^ = -p-g •^" . — 

Soit prise la formule 



n = n' 



X(z)=:- lim > — p ■■ = 

^ n^^n'-x Sin (2/l-f-l)7:p 
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On en deduit 



I,g l{z)dz = \im \ log ^ ——-* 

'Jo nJ^-. tang (2 « + 1 ) -ff- 



II =«' 



= Ilm \ log 



lang 



[i-n 



»7^ TTZ 
^ 2 &) 



lang[(2« + .)iLP+!^J 



A =0 



lang*(2/n-i) 



ih 



et par suite 



«=- col 



M.)=i|/n- 



['—'?-?]-[(-+■) ?-^] 



n = o 



«=: 



7^0 

cor(2/n-i)~ 

2 



^n 



2 Sin 






7:z 

0) 



Ar=o 



A= « 



xn - 



n ^o 



. I / , t:2 I . 7:2 i 
sm (211-4-1)7:0 —sin — I 

! 

in (2/1 -f- 1 ) Tip H 4- sin — \ 



t:z 

6) 



i-f-/r 



A=« 



n 



n =0 



sin 



< i-h 



7r£ 



sin (2/1 -M)~ — — I cos(2« 



.)f 



/!= « 



xn - 



11=0 



sin (2/1 



,7:0 

I— ^-f- 
•2 



7:2 . 

':^ _..__! 

C0S(2/I-M) ^1 

0) J ' 2 ' 



Remarque, — De li, par z = ^ 






COS'( 2 






3^2 H. LEMONNIER. 

d'oii 

i-f- A- 



n = 30 



/i' 



nl"- .., ' ,J - 



11. Autre ddveloppement. — On a 



«=«' 






n=i 



n-n s,n 



= —7 — T tang —7 — -^ — ;hm > (—i)" ^ 



° ** ;r^i COS— H- COS —7 



d'ou 



kg \ X(3)rf2 = logcos-V + lim \ {— i)"log 



"-n" cos h cos — 7- 

p 0) 



/it: 

n=i COS hi 

p 



puis 

2712 ii7:\ ^-'^""' 



i-+-/r 



n = « 



COS — ^ -+- COS 



X. (,) = i±ii- _L_ TT 2^ ^P 



cos— rn = i\ I-hCOS 

M \ p 



/!-»/ Sin*—- 

/i' 7:5 AJL I 117: 

COS —rn=i\ cos' — 

&> \ ap 






sin*— r 

0) 

I — - 



. , I, , n = i I COS' L 

1-4- A I I xp 



k' TIZ 

cos— 7 "=* 

CO 




cos* 

2P 
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III. 

DSveloppement des m6mes fonctlons en series de fractions, 

12. Pourune fonction/(2) monodrome et monog^ne dans une por- 
tion du plan, devenant seulement infinie en certains points de cette 
parlie, Cauchy a donn^ la formule 



M=im-^m 



oil le signe residu s'applique k tons les infinis que renferme Taire 
plane consideree» tandis que I'iut^gration s'op^re sur tout le contour 
de Taire. 

Si le contour s'eloigne k Tinfini dans tons les sens, sans que le mo- 
dule de/(z) cesse d*etre en tous ses points d'une valeur finie, rinl6- 

grale pent se reduire k la limite de -U / -^ ^ \ elle est nulle quand 

f{z) est une foDCtion impaire et que Torigine est un centre pour ie 
contour. 

13. Developpement dev,{z). — Considerons la foDClion impaire 






^} 



Ses infinis etant donnes par 



hz^iam — i) 1-/1-* dou 2=^(2 m — i)w-h/*-9 

2 22 ^ ' 2 



si Ton pose 



z = [2m — I ) w -4- n — h 5', 

2 



on aura 



..!- + . 



)=r_„„(_^...)=,_,,[,(^._,.)_a(^-y)] 



, . T-f- viz*) . ffZ' I I 

^ ^ /f Mz')gz'' 
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ce qui donne pour expression generate du residu 



(-0":^: 



° z— (am — nw — n — 



(am — i) 

2 . 



au point z = (2m-— 1)0)' -f- /i -• 

Prenons comme contour un parallelogramme dont les c6tes, paral- 
leles k ceux du parallelogramme elementaire, soient determines par 
les points 



24 2 4 



et les points 



z = — (am' — 1)6)' 7-» z = (am' — 1)&)' -+- -7- 

4 4 

Les valeurs de n a considerer seront 

~"~ I f ^"^ 2y "^ Oy • • • y ~"~ fm J 

eelles de m seront 

m== Oy I, a, . . ., m', 

— I , — 2, . . . , — m' -h f , 

de sorte qu'on a 



{i-'h'<l I 



«=-«■ m=-m'+i z — (a/n— 1)«'— n- 



S 1 



k£[(f} jLu ^ 27rz , . 

° m=-/«'+i n=-n' a7r(am — i)p — utt 



lim 



ni = w 



^ m=-m^+-I sm (am — ijaTip 



izLfi \ ^. V r 1 • ._ 1 1 

° |sln(-^-+-a:rpj w = ,lsm( (am — i)27rpj sln(-^ h(am4i;2rp) I 
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m = « 



f. .1 "^:_-' 2Sin( hlZTrp) COSA/WTip 

4£L) \ f. V \_!^ r] ^ V 

^ * sin ' 



I haTrpj m=:iSin I (am — i)27rp I sin h(a/n -+-i)27rp 



\ r,) V( J uV COs4/n7rp 



I7t = ao 



^" jal I — cosf^-^-+.47rp j m=iCOs8m7rp — cos(^^-f-47:p) 



i67r/sin( h27rp|, . 

\ w ^ )\ I , ^ cos4/n7rp 



m=» 



S 



^ j 2 1 — cos(5^ h47rp) ,J^oCOs8m7rp — cos(^^4-47rp) 

et de 1^ 



m = « 



. ,_ \ CO ^/ ( I y cos4m7rp J 

^ \ 2 I — cosl-^^ h27rpj m=joCOs8m7rp — cos! -^^ h27rp]i 

iTTisinl l-7rp), "*^ , 

\ ^ l\ I V* cos4m7rp 



/rfi'w < . ,/27r3 . \ -^ . r27rz ,, x I . f^^^ // , 1 

^ J 2sinM hTrpj w=oSin (4m— i)7rp sinl h(4m-f-i)7rp 

14. Autre diveloppement. — Gomme on a 

n=«' m^=m' m = m' 

(^^z\=j^\\m y (-1)- y ! el coi^ = lim y — ! 

20) 2 4P 

il vient 



n= « 



. I « = - sin f ^ + TT ) 1 

=L-. — -{col — ;-f-H- >i( — O" z ^^T r^ r'? 



5o. 
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(I'oii 

V,(2; = 7 ^^1 col 7 -+-7)-+-aC0S-7- > ^ I 

TTJS 

27rrcos— r ^ "=• , , 



^r ! + Y 



_ /ITT 

=oCos hsin 




TTICOS " = " 



^r '- 4- V ^-^^^ 1. 

kffoi' I ,/7r TT-s \ ^ /tt ttz /i7r\ /tt 7r« n7r\ I 

^ 2COSM7 7 ;S.cos(7 r-^-7- c^sl^ ; — 7t)I 

L \4 2co7 \4 2w' 4p/ \4 2«' 4p/j 



15. Developpement de ii^[z). — Soil consid6ree la fonction impaire 
fjL J — -f- sj- Ses infinis ont pour expressions generates 

z = (2/W — 1}&)'4- /iw, iJ = 2ma)'-+-(2ii -+-!)-• 

Si Ton fait z = (am — i) m'h- nco + «', on trouve 



/&)' \ / w' A i[n-|t*(V)] 



etpour leresidu 



21 



gf ij— (am — 1)0)' — nw' 

en faisant 

iJ=z: 2mw'-4-(2/l-+-l) h y, 

^ 2 



on a 



^^ -)=- (^ 5 -■)=" (^ ^'l - *Kt -■)=-• ^ 



et pour leresidu correspondant 



21 



^ z — 2ma) — (2/1 -M)- 
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Prenons un contour forme par les droites que determinent parallele- 
ment aux cdtes du parallelogramme elementaire (w, 2&)') les points 



z =: — 2/n'a) 7- J z = 2m' w' H- -7- 



4' •--"•- • 4 
et les points 

«= — (2I»' 4-1) 7> 2 =(2ll'-f l)- -+- 7i 



Ci) Ci) , , , 0) 6) 



les valours de m et de n seront pour les premiers infinis 

Ht = Oy ly 2y..., m\ n =: O, ly 2|...y /l', 

— I, — 2,.,., — m'-f-i, — I, — 2,..., — n't 

et pour les seconds 

/n = o, I, 2,... 9 nt'y n = Of i, 2^..., /i', 

"~~ I f ^~" 2f • • • y ~~~ fil y ~"~ I y ~— 2y • • • y *■"" Tt> *""~ I y 

de sorte qu'il s'ensuit 



msni' n=n' 



,ui ( — -+- z ) = 2i iim y y — - — ^— 7 — 

' \2 Is ^ LmA z — (2/n— 1)6) — nca 






-'i'-l 1 



° m=-m' ii=-n'-x-Z— ^mw'— (2W4-l)- 

' 2 



De la, d'abord, 

mom' nrzn' 

fj^i(~-f-^i=:— lira y y - 

\^ /tog ^ Z^TT 



m=^^+x n^n' (^m — l)7rp — /ITT 

mssmf ii=n' 



(^g Zd Zd t: 



° m=^m' ii=-ii'-i 2m7rp — (2/1+1)- 

w ^ ^ '2 
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ce qui revient a 
f'(T^*) = Si''™ S coi[^-(2m-.)rp] + ^lim ^ tang(!^-2m«p) 

2Sin '»=■ 2Sin 




=iC0s(2m — i)27rp — COS m=i cos^mrp+cos 



0) ' &J 



, . . 27:^ I I 

47:isin ■ - '"='= 



0) I 2 



7r2 ^ 



^ ■ I-hCOS m=i cos/n27:p4-(— O^cos- 




(I'oii 



■■'""'( upj m=ocosm27:p + (— r)*cos ( Trpj j 



" ■ I -f- cos 



risini TTpi , „ 



6) if 
° '2C0S 



M -) m = i cos ^ — 2/n7rp)C0S i- H-2/7l7rD) 

\&) 2/ \W 2 '^/\W2 •/ 



m = » 



y L-.^ I 



m 



m=:«B 



= 27risin( 7:pn /— V 

16. i4a/re d^veloppement . — On a egalement 

m=im' n=H' 

I 




'^•C^"-')=5i"'" S Si^ 



m=-m'-i-i n'=— n' ; — 2/1 7 (2m — l)- 

20)' 4P 2 



m =m' 11=11' 






^B ^M '*Z . . X ?r 

mzz — m' n=-n'-i 7 — (2/1+ I) 7 /WTT 

20)' ^ '4P 
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n = n' n = «' 



— 7- lim 



S tang(ji,-,„^p)4- J col[^.-{a«H-.)^^ 



n =— « «=— « — I 



n= » n = « 



-7-1 lang — >-*-?.sin— r > hasin-y > I 

"I „ = . cos— 7-4- cos „ = o C0S(2/l-f-l) COS —7- I 

27:1 sm -7 1 - "-" I 

e»)'fi' I 7:2 ^ 'it: , ,. 7:2 I' 

" I H-COS— 7 n=oCOS h(—- O'COS— r I 

7riC0S— T-l - "^ I 

-^~^\ — ^— +y — ^ — 

" ^ I . . 7:2 ^ W7r . , X. . 7:2 I 

° I 1-4- Sm— 7 n = o COS h( — i)"sin-T 1 

L « 2p o/j 



(l^Oil 

2 

a,(2) = - 



17. Developpement de X|(2). — Soit consider6e la fonction impaire 
)., ( — h zu dont les infinis sont donnes par 



h2=:(2m4-l) h /IW, 

2 ^ '2 



de sorte que Texpression generate en est 

z =1 moi)'4-/iw. 
Si Ton fait 2 =mw'-H nw -h 2', il vient 



.(^.,)=,_„.(^..)=<_,,^£«^0, 



et pour le residu 






Soit un contour semblable aux precedents, passant aux points 
js = — /I'w, z = /i'c«), et aux points 5 = — /n'w', z = m'o)' ; nous au- 
rons 



1 



^7-)=-^,"" I (-^ 2 



2 — mw' — aw' 

wi = — wi' n = — /i' 
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(roil, d*abord, 



m-=m' n-=:H' 



'■•(t-)=-^/""5<-)-s.--_: 



m — --ttf n=:—n' /W 7tt) — UTT 

0) ^ 



tn := m' 



= -F^'''" S (-•rcol(^-m«p) 



m = — m' 



"i^*i 2 sin I 

col h > (-1)" ^ I 

tH=? COSm ZTTp — - COS I 

47:1 sin 1 - "{ = • , . I 

w_ I ^ I'V (— ') 1. 

/r'&iflr I ot:z . ^j 2713 I ' 

° I I — COS m = o COSm27rp — COS I 



par suite 



_ 47ris,n (— -rp) 

. . /27:2 \ 

arisinl 7:pj 



____!___ ^ y t:±r I 

/27r2 \ ^. /arra \ I 

— cos I Trpj :m = p cosm27rp-- cos( rpj I 



Z'o, 



^ ' 2sin 



,. iTZ rpX 



m = « 



S 



(-1)- 



?o sin (2m -hi)— sin i-(2/ii — i)-^ 

L 0) ^ 2 J L w 2 



18. Autre developpement. — On a encore 



n = Jt* m'=^/nf 



V^ / A W'^r Z^ ^ TTZ /ITT _ 

CD P 
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d'oii 



n=rn' 



/i=-n' sin I —7- ) 






'* * asm— r cos- - 

o>' p 



W7T ^uZ 

Sin— 7- ;nriC0S2 cos — r 

Oj' p &)' 

rt . . 7TZ / I 777: 

o7:/sm-7-/ - ''j=* cos 

w / 2 ^^ 



y — 

^ 2/i7r 



A W £f^ \ 277-3 ^ 2/l7r 2772 

'^ ^ I— cos — ,- nrrocos cos r 

0) p &)' 




et de la 



8 77 3 / I 77 77 
TIMOS-T- / - "^* COS 

P 



At w'if I . __ 977Z ^j 



2/177 2773 

I + COS r- « = o COS 1- COS - -- 

W p W 



77Zr /177 '1 

7IC0S— -I "^^ COS I 

-, 'I ' ^ \ P 

A'c/fi" I ,773 ^ /773 /777\ / 773 HtA I 
^ I 2C0S'— r n^oCOS — 7H ) COS j- -\ I 

L « W 9 1 \ « p yj 



IV. 

Developpement en fonctions circulaires. 

19. Soit consideree la fonction impaire v, (~ -hjsj- Si Ton prend 



1« ZI 



pour variable / = e " , il correspondra a une valeur de z une seule va- 
leur de ^ et a une valeur de t des valeurs de z ayant pour expression 
generale 

2 r= 2; -h mo); 



les valeurs correspondantes de v, ( — h z\ sont les mSmes. En conse- 
quence, V, [— 4- z\ est une fonction monodrome de t. 

AnnaUi de VEcole Normale. 2^ Scrio. Tome IV. J I 
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Gette foDction a des infiais doat Texpression est 



z=i:(2/n — i)&)'-f-n- 

' 2 



Elle sera done d*un module fini pour tout point silue a I'interieur de 
la bande limitee aux droites menses par les points 2'= (a/n — i)a)', 
z"= (2m -h i)a)' parallfelement au c6te w du parall^iogramme elemen- 
taire (co, 2 co'). Pour une valeur de t correspondante, il y aura ainsi una 

valeur finie de la fonction et une seule, de sorte que v, (— 4- zj est, 

dansTetendue que comprennent les deux droites, une fonction mono- 
drome et finie de t. Elle y est done developpable en une s^rie proce- 
dant suivantles puissances croissantes et decroissantes de i. 

Le champ des valeurs correspondantes de t est d'ailleurs une cou- 

ronne circulaire, ce qu'il est aise de voir. Lorsque z s'accroit de -> la 

fonction V| [^ + z\ change de signe, t le fait aussi : d*apr&s quoi la 

fonction change de signe en meme temps que if sans que z sorte d*une 
meme bande, sans que le developpement change de forme; elle est 
done une fonction impaire de t. 
Prenons, au lieu d'une bande quelconque, celle qui repond ^ m = o. 



Fij. 1. 



a 



limitee aux droites GG',HH'(y?g^. i)qui passent par les points 2= — w', 
z = (3}', La valeur de ;s y sera susceptible de changer de signe. Or, t se 

changeant par la en j ou c *• en e - , et v, ( — 4- ^j changeant de 
signe aussi, ils'ensuit que dans le developpement les coefficients des 
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puissances ascendantes sont respectivement ^gaux et de signes con- 
traires ^ ceux des puissances descendantes, c'est-a-dire qu'on a, pour la 
bande dont il s'agit, 



D = 






Si Ton mulliplie par e ' "" tons les termes de cette ^galite, puis 
par dz et qu'on integre de jz = a, en ligne droite par exemple, jusqu'^ 
2 = a + ot>9 le point z = a etant dans ia bande que nous considerons, 
il ne reste au second membre que 

— I kpdz^=r. — A^w. 



•'' a 



On a done 

Pour I'integration, nous pouvons remplacer le segment aa! de lon- 
gueur 0) par un paralleiogramme ou ce segment soit un cote, Toppose 
|S|3' passe au point z = ip't»^\ et oil les deux autres soient paraileles 
a a)^ pourvu que j3]3' soit suppose infiniment loin, du cote de co', si le 
module de y = e^'^^^ est <i, ou p" > o dans p =p' -h p"i, et du cote 

de — co' dans le cas contraire. Les valeurs de V|(— -h c j etant les 

memes quand z s'accroit de co, les elements de I'integrale se detruiront 
sur les cotes a']3', |3a; de plus, si Ton pose z = ip'tj -^z\ on a 

e ^^ =e e "— ^ e •-, 

de sorte que le module deq^^^'^'^^^^^p etant > o, tend vers zero, quandy?' 
va vers -i-oo , si le module de y est < i, et quand p' tend vers —oo , 
si le module de ^ est > i . L'integrale suivant aoc' est done la limite de 
celle qu*on obtient en parcourant le contour du paralleiogramme. Cette 

dernitre pent s'obtenir au moyen des infinis de v< f— -+- z\ qui sont 

5i. 



4o!i n. LE^rONNIER. 

renfermees dans le contour. Ces infmis sont sur deux ligues. Suppo- 
sons Ic module de ^ < i : nous pouvons supposer a tel que les infinis 
soient donnes, les uns par z= (2m— i)a)', m recevanl les valeurs 

o, I, 2,3,..., les autresdonnesparz = (2m— i) w'h- -pour les memes 

valeurs de m. Dans le passage des premiers aux seconds, les valeurs 

~ 4- 2 j changent designe, ainsi que cellesdu facteure *• '*'^^' ; 

les residus sont les memes. 

En posant z = iim — i ) w' -f- 2', on trouve 

= -j^i^e L -J. 



et pour le residu 






y 



ou pour rintegrale aulour du point 



47r 



V- ^c/^*-') (*"-•), 



et de la 



rn = I 



puis 

p = 






tant que le point z est entre GG' et HH', le module de q etant < i . 
Si I'on remplace z + — par z, il vient, pour les valeurs de z coni' 
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prises enlre les droiles de direction w menees aux points 2 — » 

Z =z 5 

2 

8 






^ = 



ou sous une autre forme 



v,(z)~-7 > — ' — ___-. sin 20 -T- 1) Tip I 



/'=« 



Pour la bande comprise entre les droites qui determinent les points 



0) / , . O X <» 



x; = {^m — i)— ,2= (4^^+ 3)— >5 doit seremplacer, danscette for- 
mule, par -3 — 2/ww', ce qui donne 

, , 167:/ 'v </''"'" . / r^"^ '/ .1 
v,{z)= . — > ' ,,,« + .. sm 20 -f-i) li/w -h 1)7:0 • 

Remarque. — Pour une bande s'etendant de2 = a 5=^^ 

on aura 

/ > i . X i6ri'v 7''"'" r • / . ^ /2-- \ 

d'oii 

/' = » 

, 167:/ V V'''"^' • / / ^ '^'^2 

afz, — — -. > — ^-"-—.Tsmfap 4-1 ;. 7:pcos(2p -f-i) , 



8 

« = o 



puis 



/.(3)~ > — ^Trr-iT cosi2p -4 1 .7rpsini2p 4-1; — 



■ t 



/> = o 
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20. Developpement de [i^z. — CoDsideroDS la fonction impaire 

fjL, (— -4- zU qui a pour infinis 

3 = (2W — l)&)'-f- /IW, 2 = amck)' -f-(2n -h l)— 9 

(le sorte qu'elle ne presente aucun infini dans la bande limitee aux 
droites de direction w menees par les points z = (2m — i) w' , 

Soit d'abord m = o\ la bande correspondante GG'HH' s'^tend de 



5 = — co' a z = o. 



On aura 



aczi 



'■• -^ = 2 *'-' ■ 



ou 






Z"' (t "^ ^) = -^^ "^ 51^'*''' " ^ S ^"'"'^ 



p=:i 

(I'oii 



I fxA \-z\e - dz = (aAp et I a,( h2|rf2 = &)A., 

le point a se prenant a volonte h Tinterieur de la bande GG'HH' {/ig. 2). 

Fig. 2. 



Supposons en premier lieu/? < o. Soit encore le module dey<i. 
L*integration suivant ace' pourra se remplacer par une integration sur 
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le contour d'un parallelogramme ayant pour cot^s 0La\ deux paralleles 
a Oci)' et uue droite |3|3' se prcnant du cote de a>' indefiniment loin. Les 
infinis compris dans ce contour pourront repondre k /n =i, 2, 3,..., 

pour 2 = (2/w--i)a)'etam=o, 1,2,..., pour z = /n 2 w' h Eva- 

iuons les integrates qui s'y rapportent. Si Ton pose 

Z = (2m — i)gj' H- z', 

il vient 

>rzi I I V , . . rr.z'x 

\ _p(.„,_.)..e.-,.-j- 



,(^ +,)«-'' .•rf,^^.(_2L + ,Ae 



(6)' \ -/'(am -I 



rf?' 






a r r'i 






d'oii, pour I'integrale parlielle, 






c( pour la somme des integrates 






m = i 






En prenant 2 = 2/na)' h h s', on a 



fx.l^-t-zje 



, /&)' , (k)\ -/»a«iamp-/>is«-;; -^ 



— 1 — ,w(<S') . — /»iitiawp —/' 



STCX'f 



d*ou, pour rintegrale, 









4o8 








II 
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et pou 


r la somme 














(- 


■')' 


4- 
s 


m = » 

1 

m = o 


q-2mp. 


=<-..- 


Par 


suite 






Ao- 


- 45. 1: 


i — q-'P ' 



c'est, au cas de p impair, 



et au cas dep pair, 



ou, dans tous les cas, 



A 4- 1 

An= -» 



4?: f 

Ap ^= » 



A.. 45. '-)- 



"gr •H-(-9r'' 



Soil, en second lieu, p> o, le module de q <i. Alors ]3/3' est a 
prendre du cote de — w', de sorte que pour -z = (a /w — i ) w' les valeurs 

de/nsont o, — i, — 2,... et pourz = 2ma)' eIlessontm= —1,-2, 

Mais les integrations autour des infinis s*operent la en sens contraire 
de celles qui concernent les circonstances preccdentes, il y a un chan- 
gement de signe afaire; les resultats sont done, d'une part. 



#;/= » 



Y 4.^ .-,(-.) =...45 r , 



m=o 



de Tautre 



ni -. -■ X 



^ «• f{ ' i — q-i' 



m =^~ I 



il'oii 



A 4-. ?!-/ .i.']^/?!' 4.-. < - :_-: ^J': ^ 4:1 of . -' 

' ' Mg i — q'!" "" wg ' i — (-qY'p ' u)g^ i-\-{—q} 
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Dela 






P— :- 
e 
p 




P = * pll.-J -.p^^ 



4 4^ V / ^V 2^^ .1 — (— CfV . 27731 

A. -f--^ > ( — ly cosD / — ^smo • 



/>=! 



II nous reste a trouver la valeur de 



61 



^'^ir^^'^i-^')^'' 



ConsideroDS pour oela uo parall^logramme ayant uol' pour cdte el 

Torigine pour centre. Comme la fonclion fX| (— 4- 2 j =1 '"7^^^^ 

est impaire, ses valours seront egales et de signes contraires aux points 
sym^triques Tun de Tautre sur les cotes uod^ a^ol^ opposes; par suite 
rint^grale le long du contour sera 

*>. I Ui h z\ dz. 



1 '^' U" 



Le parallelogramme ne contient qu'un infini, par exemple - • Or, en 



posant z =-• -h z\ on a 



^t: 
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ff 



4lO n. LEHONRIER. 

Done 

/•"-*-" /w' \ , 27: 



A. = — 1 






el de la 



2"( V x«r /21TS \ .1 — ( — g)'' . 27:2; l) 



pour la bande qui s'etend eatre le point z= et Ic point 3 = — . 

puis 



# =: X 



quand la bande va du point z = {f^m — i) ^au point (4/w-hi)— • 

21. Diveloppement de X, (2). — Soil la fonction X, [z] = — — JF"^" ' 

elle est paire et a pour infinis z = (2/w -^- 1) — h /iw, de sorle qu'elle 

est de valeur finie pour tous les points situes a Tinterieur de la band€ 
qui est limitee aux droites de direction a> menses par les points 

Z=i [2m —1) —t 2=(2/W-hl)— • 

Considerons d'abord la bande pour laquelle m = o, allant du point 



5 = au point 2 = — • On y aura 



/'= 






;>=! 
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d'oh 

'ki{z)dz = AtO) el I li{z)e *• dz = (tiKp, /?>o. 

La dernifere integrate peut s'evaluer par les infinis que donne 
z i= (2/n -h i) — » /w allant de zero a Tinfini, si le module de ^r est < i . 
On trouve ainsi 



D'autre part, si Ton considere le parallelogramme aa'a^a\, ou le 

Fie. 3. 




cdt^ a'ai de longueur a>' est parallele a Ota', la fonction \^{z) chan- 
geant de signe, quand z varie de a>% Tintcgrale suivant le contour de 

X,(z)6fe. Comme ilnes'y trouve qu'un 
infini, js = — » et que par z = — h 2' on a 

il s'ensuit 
Done il vient 

4 27r 

52. 
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el ainsi 

/ /' = » £ 

)., [z) = -n I i-f- 4 > — i — - cos D 

\ /' = ! 

Par le chaQgement de 2 co z + -» on a dans la meme bande 



X,;z) A'w/5^ 



9.7: 



/' = ' -* 



d'oii 



rp=r> 







a(2)=:-7— ^ > ,^. C0S(2P-M) 






9 



forniules connues (Traite deMM. Briot et Bouquet, n^ 156, 157). 

Pour la bande comprise entreles points -s =^(2/w — 0""» (a/n-hi) — 
Texpression de X< (z) sera 






DIEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS m,{z), 0,(2), nj,». 

V. 

Developpements en produUs de facteurs. 

22. Nous avoDS trouve, en supposant positif le coeflicient de i dans 
I'expression de /9, 

„,.«=• sin j (4 re - 3 ) irp - ^ I sin [ (4/1 - 1 ) rp + ~\ 
„ = , sm (4/1— 3);:pH I sui {4n — i)rp I 



MISMOIRES SCR LES FONCTIONS ELLIPTIQUKS, ETC. 4l3 

nous avons obtenu, d'autre pari, 

, ^ ""'(?-") ■" "° 4'<°-"'?"v| ■'°«[(4"^0?-^| 
'!" »»8(? + v) y.«n«[,4«-,)?-'^J«.8((4»*.)? + ?J 

On en deduit 



il'oii 
°" ' -(? + ?)!--.i(4»-.)?-^]-.[,4»*.)?-^^j 

11"+ 



-•(? + ¥),"( cos[,4»-.,f-H]c.s[(4».-,?*^]) 

cosm2*4- — j n = , / cosf -^-4-7rpj 4- cos4n7rp| 

Au raojen de Texpression de ).,(s)» 

"=• col (2n-T-i)~ — — col (2/H-1) ^ -4- — 

^.(2)=-/— 11 — zz > 



• 2 



4«4 

on obtient ensuite 
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0J,(2) — 



,_ -=.tang'[(4n-.)f + ^]-=-tang»[{4n+.)f-n] 



i + k- 



n 



n = o 



iang'(4/i — i) ^ 



n 



«•= I 



lang»(4'»-+-i)^ 



et 



A=« 



Sin 



14- /r 



n '+ 



7r2 

0) 



n=o 



« = » 



COS 



[(4n-.)ILP + !liJsin(4n- 



.)2IP 

2 



xn 



sm — 

0) 



n = i 



cos 



[(4« + .)?-^]sin(4« 



,)!EP 

a 



A' 



n=sF- 



i + A* 



n 



1-+- 



2 sin — 

0) 



»:=o 



11= • 



sin mn - 1 ) wp + ^J — sin ^j 



2 sin 



xn - 



TTJS 



)■ 



n = o 



sin (4/H-i)7rp— — 4- sin 
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in3(z)=: 



T 



t,: si COS' ( ^ 4- — J tang' ^ 

-^ \2 6)/ ° 2 

""■(?-v) 



'» = -lsln (4n — i)7rp 

xn' 



sin— Sin [(4/14- i)7rp-f-—l~ Sin H 
^ L (k) J &> 



„:=,jsinr(4n-i)7rp4-^l4-sin^sinr(4n4-i)7rp~^l~s!n 



en s*appuyant sur ce que 



m {z) = 



CJi(«)cJj(-3) 
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23. Autres diveloppements . — On trouve d'une maniere semblable 



et 



"-•j asm— 7 I 

•*-•■• I . ^-^ . (2/1—1)7: I 

ii = , I Sm— r-4-COS^ ^1 

L w ap J 



VS,(2j = Y Sin' -7 ) — 

1-4- A- V4 20)7 «_. r 



"-* ^ Sin—; 

COS - 



5tp 



. 7r2 
sin— r 

I 



(a/i — 1)7: 



ap 



sin— r 

&) 

n 



n= ao 



(2/1 —1)7: 



2k fir TTz\ J 1 




sinMy 7 „=. 

\4 2&>7 




VI. 



Developpements en sommes de fractions. 



24. Soil consideree la fonction 



C*e«t une fonction impaire qui n'a que des infinis triples donnes par 



Z "(2/H-1) ^(29 -M)<k>'. 
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Elle est d'une valeur finie sur tout le contour du parallelogramme qui 
s'etend de 

5 = — />'&) a z =:/)'w et de z= — g'ao)' i 2 = g'a<a'. 

Les infinis compris dans le parallelogramme repondront a 

p = — p', —p' + i,.. ., p' — 1 ei k q -- — q', —q' -hi,. . ., q' — i. 

La formule de Cauchy appliquee a la fonction est ainsi 



Posons z = (a/) -hi)- -+- {sq -h i ) w' H- «' ; il viendra 



fir-^^' r li-hv(z')]\{z') 



Comme on a 



[.-fx{z')]Wa')-v(z')[/-(a;>-+-i)l'-(29+i)to'-z'l 
Mz')=gz'[,---'^^^8'it^k')...} 



I + V(Z') = 2 - ^ g'tCz" + ^ ^ 4- j) Z'« H- . . . , 



et 



p--(2/^-4-l)^--(2?-f-l)6>'~yl ' 









MEMOIRES SUR LES FOHCTIOHS ELLIPTIQUES, ETC. 

il s'ensuit 



417 



/(',.= 



- 4 rir 



2.3 ^ ?.^* + 3U 



■) 



gHi-^h') 



11 



!?'I 



[' 



0) 



(2/>-f I)-- (27-4-1)0' 






<7 = -<7' f' 



Zj r 0) !»' 



(^ -...)'.. 



/ — 



/>' et y' allant k -t- 00 , d'oii 



<7 = <7'- 1 p = p'-i 



f-^=A'-^)=-mi 1 



^=-^ ;,=~;,'|-7^ (27-*-l)27rp— (2/?-hl)7r 



L ^ 



Cela pose, si Ton prend 



9(3) = -T-T-rm' ^0" ? (2) = ^^ r.i 



i-+-C0S2 



(l-hCOS«)* 



on aura 



smz 



,'(0=^ll±£2!ii:, 



leslnfinis etant triples^ z = (2/? -h i);:, de sorte que 



-z'-h 



.'s 



'^'■''-Itv^ 



I . ?. . 3 



/_z2__ _f!!_ . y ^ — (2p-f i)7r — 2' 

\l.2 1.2.3.4 */ 

_ rKj \ ' ( i . 

<--2')2.3 3.5t [/— (2;>-|-i)7r]M / — ... 



/'=/' - 



1 1 ■■■ ^.^ »»■ 



Annalet de Vt.cole Aormaie. a* Serie. Tome IV. 



53 



4i8 

e'est-a-dire qu'on a 



H. LEMONI7IER. 



P^V- 



sinz 



(l-hCOS-8) 



' ^ 2j [Z-(2/?-4-l)7rJ»' 



/> = -/>' 



D'apres quoi 






167^ 



lim 



^^. I 1 -h cos r^ -- fa^ -f- 1 ) 27rp j J 



,67:- I'V si"[^-(^g-0^-^p] ^V.' sin[^-K2g~,).;rpj 

^" 1^ = 1 iH-cosf^—^ — (2j — i)27rpj ^,r i-hC0sf^~^-h(2^ — l)27rpj I 



el (le la 



CT, S 4- 



^ j^=. cos'l^— -(2g-i)7rpJ ^ = ,cos^|^— -(2^-i)7rpJ 



A. 



oil 



\" 2) i-fxiz) g'(»}' Zd 



/^uy^\z-\ 



=1 icos 



^^^i^""^^'~"'^^pj ^^^'[^■*"(^^"")^p]t 



A • 



d'oii 



v= 






='.lH#-<4»-)?J »,-[H^.,4,_3,H|( 



l-f- A. 






q^o cos' 



"^"4.(-.).(2^4-.)I£l 
W ' ' ^ ' 2j 



-f- A,. 



MGHOIRES SUB LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4l9 

25. D^eloppements de zs^^z). — Gonsiderons la fonction 
Les infinis sunt triples, ayant pour expression 






ia fonction est impaire, d'une valeur (inie sur le contour du paralleio- 
gramme qui s'etend de 

:; - p'o^ a z --- p' (a el de' 2 = — (25' — 1)&/ a z =(a^' — i)o)' ; 

et ies infinis compris dans ce parallelogramme repondent a 

;> = o, 1 , 2, . . . , p' — I , —1,-2,...,—/;' 

et a 

^ = 0, I, 2,. . ., ^' — I, puis —I, — 2,. . ., — {7' — 1). 

La formule de Cauchy donnant 
si Ton y fait 2 = (2/9 -f- 1) - ■+• ayw' -+- z\ devient 






2 

q-g'-t p=p'-i 



-¥7^^z' (/-... ^"A-^'*^"™ 2^ 2rf 



r,=-'Y-.) ^=-^' h— (2/?-+- 1)^ — 2^r./ 



S' z' (/ — ...'" A-'g^' 

r/=-',7'-i} p=-p' y^ —\^yT- ')- 

53. 
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(I'OU 



. /27rz \ 

^ * ''^"' sin 2flf27rp) 



ft 



^=_(^'_.) 1^1 -f- cos \^^ - 27 27rpjJ 



et de la 



_ Stt* r I v^* I I "1 

~~ (W'i'* I 27r3 Zd /27rz \ /27r« \ I ** 

" ll-f-COS <7:=il4-COSl 2^27:pj l-hCOSi h2^27rp)l 

V 2/ /x(z)+v{a 






47r' r i y I I "I 

L "^ 7 = ' cos'\^— -927:pj cos'l^— 4-g27tpjJ 

puis 

k'm,{z)=-^f. y ' - + A,. 



,=0 C0S'|^-(-l)J(l»J4-l)^j 



11 est a remarquer qu'on a 

2 / ^(2)-hv(2) 



~w^ Zd\ Ar,z . . I "* Jttz ~ ^ 

^ 7 = « |cos'|— -(25f-i)7:p| cosM— 4-(27-i)7rp 



-+-A, 



• MGMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. /| 2 1 

et par suite 

ee qui exige 

A, -h A, = i, 

et Ton a ainsi 

kwi izA J 4- fr'sjifz -f- — -f-w' j = I ou kvSi[z) -l-/i'cja(z-f-a)') = I. 

26. Developpements de w,(z). — Soit la fonction 



VJilz-i- 



?) 



qui est impaire, a ses infinis triples s'exprimaut par 

z = poy -+■ 2qui\ 
est d'un module fini sur le contour du parallelogramme qui s*etend de 

2 =—/?'&) a z = /?'&)-f- - el de z = — 25' w' — w' a z = 25'&)' -f- r.)', 

les infinis contenus dans le parallelogramme repondant a 

q='-q\ —^'4-1,..., 7'—i, 5', 



et a 



P = —p\ --/>'4-i,. .., /—I, p' 



En posantz =p(^ ■+• ayo)' h- z', on a, par la formule de Cauchy, 



4 



^ 4 Y V 



422 

de sorte que 
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/(z) = Gy;^z-+-^j = -/g- 



0) 



f^.(^+Y) 



» ,,_•„» 



4 TT* 



kk'g^ w' 



'/=V A' = A' 

S 1 



9. 



7 = --<7 /) 



=-^ [^~277:p-/>7rJ 



Or il est aise de voir que 



p = p' 



0S2 ,. V * 



cos 
sin 



=-p 



d'oii 



lim 

p 



T,Z 



GO 



-2^7:pjj 



V ^i = ,_ 



On a done 



ky w\ I z 



'-h^h 



__ 47:^ 



*f^' 2008 I a^TTp 



ff'«* 



lim 



= _^' sin' — 



7 = -9 



o> 



— 2^7rp 






d'oii 






=-. sin' 



4jr' 
g 



4£. __L_ + V ! 



Sin' — ,/ = , sm- 

0) ' 



sinM — 



q-^p) 



-f- A.. 



et de la 



/,/r'cj,(z) = - 



4::' 



0)^ 






/ttz 7rp\ 
sinM h~ 1 



y \ 



1 



-*-■ A, 



[71^ y I_ 

''^'' 7=0 sin' (^-(-i) 



471 

Gt) 



?(25-f-l) 



?] 



-♦-A3. 



^^^^ 




n ubticnt 




—- .^ ^ - 


— 








fi.^^^ 










A,. 

'OS 

A'. 


1 rt> 


^-, 


iaj+i|iTp 



422 

de sorte que 



H. LEMONNIER. 



f{z) = U5\[z-h'^j=--{g 



CJ3 ( -3 H 



'/-V' P-P' 



^'{'■^t) 






9. 



^ = -^- p=-p' | — --2?7:p — A>7r 



Or il est aise de voir que 



p-p 



0S2 ,. V * 



cos 
sin 



=-r 



d'oii 



lim 

p 



i. *» 



&) 



-a^Trpj. 



=-f»'(^-^9^p-P^) sin»^~^_2 77rpj 



On a done 



hk xn\ I z 



i'-ih 



47r^ 



'/•-?' 2 cos 



lim 



s 






q = -q' Sin' I i^Trp 



d'oii 






•4- A, 



4?:* 



° ^sin* — ,fr, smM 

0) ' \ 0) 



. Jtiz 
inM — 



a^Trp sinM h iqitp 



) 



et de la 



0) £' \ 






V ! 

,..s.nn--i 



-+- A,, 






-+• A 



= 90 



_ 4^1 Y 



I 



^ ^" f^o sinM^ — ( — i}?(25-f-i) 



?] 



^ -♦- A3. 
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n y a lie.u de remarquer que 

,,, / w' 0) A i,v(2)— u(z) 
hk xsy [z -\ 1 w' 1 =r /r» -^' ^^ 



'^ 7 = t ) COS' 



J'[^--(2?-i)7rpJ COS' I ^-+-(2^ -Otto j 



II s'ensuit que 



ou bien 

06 qui exige 

A, -f- A3 = k\ 

de sorte que 

Gj, f z H I -h/r'GTsf 2-h~H |-w')=/r 

OU 

©•(2) -+- Ar'Tij3(z) =*• el A,-f-A3 = A». 

On a egalement 

k'm%{z -^- — w'j — kk'wiiz -4-— -f- - — w'\ 

= A" -i±i^ - /r' J^i^^fiil) = A, - A., 

ce qui a lieu par 

A,—- A3 = 1 — A», 

resuitat qui s'aecorde bien avec les deux relations 

Ai -i- Aa=:i, A,-+- A3 = /r*. 

En faisantz = odans le developpennent de *w, (2 -f- — U on obtient 

w'gr' ^ cob'(2g -f-i)7rp 
f =0 



4^4 H. LEMONNIER. 

Par z = o dans Texpression i]e 7s^{z), on a 



^ ^o sinU2a4-i) — 



d'oii . 



^ ^ = oSin^ 2(7 4-1) -i- 



Si Ton fait z = o dans Azy, (z), on Irouve 



^ ^=0 cosM^ry-hi -i- 



On a done 

7= 






I 



(2^ -hi) ~ C0S'(2^ -f-l) ~ 



7 = • 
^3 






^o sin'(2(/ -f-i) — cos*(2g -t-i)-^ 



871' 



""" fi)5g' ^ sin*(2^ 4-1 



)7rp 



27. En egalant cette valeur a la premiere, il vient 

<7 = • 

/,== ^ y _■ I 

7=0 

<7 = » 



__ 87:' V' C0S(2g 4-l)27rp 

"""" w'g^' ^ cos*(2^ 4-i)7rpsin»(2 7-hi)7:j 



ITTp 
= 



7 = 

&)2g-» ^ sin'(27 H-iJ27:p 



327:' ^ cos(2^ -4-i) 27:p 

Zj sin' 



= o 



MEMOIRES SUR LES FONCTIOfTS ELLIPTIQITES, ETC. 4^^ 

En egalant deux valeurs precedentes de A,, on a encore 



7=« 

^''^'^ocos\^2j4-i)^ sin'(9.9-4-i)^ 



?.7r^ Y^ cos(2^ -hiJTrp 



,,^o sin^iiq +i)~cos*(2^-4-i)^ 



^ = 00 

87:' ^ C0S(2^ H- i)7:p 






w*g^* ^j sin'(2g +i)7rp 



(le sorte que 



=0 






7 = « 

sin^ [iq -hi] 2T:p 



7 = « 
^ C0S(2^ -+-l)27rp 



cos(25 -hi)7rp 



1 



sin'(2 9 -f-i)7rp 

q-o 



Si Ton fait z = o, dans la formule qui donne fx, [ ~ -I- 5 ) (15), en ob- 

servant que la limite de — — est i^y on trouve 

sin ^ 









(k) 



1 



cosm27rp -!-(-- 




St:' r_i^ '"y* _J ' 1 

w'g^» I 2 ^ cos'amTrp sin*(2m — i)7:p I 



c'est la relation 



I = A, 4- A„ 



en raison de ce que 

8n' 

'7:0 



q = » 

A---^ V i 

&)*g» ^ sin'(2g -hi)7:c 

<7= o 



7 = 
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Elleesl d'une valeur fioie sur tout le contour du parallelogramme qui 
s'elend de 

z zzi — ^'(k) ii z = p'm el de z =:r — g'aw' a z = q'2(a'. 

Les infinis compris dans le parallelogramme r^pondront a 

p = — p't — />' 4- 1 , . . . , />' — I el a q — — q', — y ' -+- 1 , . . . , 9' — i . 

La formule de Gauchy appliquee k la fonction est ainsi 
Posonsjc= (27? -Hi) - -i- {2q -hi)a)'H- z'; il viendra 



Comme on a 



[.-ft(z')][fx{2')-v(«')[/-(a/» + i)l'-(2g+i)w'-a'] 



I + v(z') = 2 - ^ g^A-'^" + 7^ ( ' -*- f ) ^" + • • • » 



et 



r/«.(a|?-hi)^-(25 + i)a)'-ij'l ' 



/ — (2/>-+-l)- — (2J4- 



H , I ^ 



HEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 

il s'eosuit 



4'7 



fit,- 4 r I r g'(' + Ar') . g-fi \ ^'C + Z.') ^ 2 1 . 

= - 4 V 



_4_ 



l/-(a/>H-i)^— {ag+i)w' 



* = ?■-■ /'=/'-' 



? = - 7' P 



4['- 



&) 



(2/> -+->)- — (2^9 -HI 



)c/J^ 



/?' et y' allant k -h » , d'oii 



^ = 7' - • P = P'-^ 



/(,)=„'.(,+^)=_^ S 2 fin 



z 



q=-q' ;,=-^|-^j (2^ -4- I ) 27rp — (2/> -f- l)7r 



Cela pos^, si Ton prend 



(p(z) = 5 d ou 9' [z) = 1 



H-COSZ 



(i-hcosa)' 



on aura 



smz 



m=L^-^^f 



leslnfinis etant triples, z = (a^ + i)n. de sorte que 



— z'^ 



^':'=c!:T7 



I . 9. . 3 



/ z^ z" y/ 

\l.2 1.2.3.4 / 



— (2/?-f i)7r — z' 



= <£^ 



4i • 



I 



1 



z'/2.3 3.?. [/— (2p-hi)7r]M ' — ••• 

I 



^ 2j [/-(2/?-hi)7:p 
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La bandc repondant a m = o s'etend de s = — w' ^ z = w'; la variable 
y est susceptible de valeurs egales et de sigoes contraires. Comme la 



Fig. 4. 



fonction est paire, elle s'y d^veloppera en 






l»=l 



et l*on aura 



GT, (zH — je " c/z el (>iA9= I CT, (zH 1 c/z. 

Pour wAp I'integration suivant aa', si ie module de q =e*'^P', est 
inoindre que i, peut se remplacer par les integrations relatives aux 
points que donne 

z = — h(2m — i)w , 

2 ' 

en attribuant a m les valeurs i , 2, 3, . . . . 

Or, par z = - -+- ( 2 m — 1 ) w' -h z', on a 



aczi aics'i 









i-fx(a') 



= i^[-"?(?^''^"-^-](^-^'''^" -"•••) 

^ ('+^ ^—-•••) i?^'^"' (-«)"/»'; 



HEHOIRES SUR LES FOMCTIOHS ELLIPTIQUES, ETC. 4^1 

d'oii 
et 



D*autre part, si Ton consid^re un parallelogramme olu'cil^ol^ uii le 
cdte ol'ol^ parallele a Oo)' soil de longueur a)\ il n'y aura aucun infini a 
i'int^rieur ou il s'en trouvera un pour lequel le residu sera nul; i'inte- 
grale le long de son contour sera done nulle, et comme les elements se 
detruisent sur les parallfeles k o)', il en sera de meme sur les deux au- 
tres. On a en consequence 



I cj, I z H \ dz= j cj, ( 2 -f- r.) H ] az 



2<-.'« 1.1— F(sj «-»-."(z)J *-J« >'(z) 






V(z) 



Done 






X»(z)' 



ot ainsi 



/ m'\ I /•«■*■*' rfz Saw' V*/ >. W 'TJ 



pour la bande qui s'etend de s = — w' ii ^ = «'. 
De la 






/' = 



pour la bande qui s'etend de — — a z = — ? et pour la bande allant 



4 3 2 H. LEMONNIER. 



w' , , , o \ w' 



de 2 = {!\m ~i) — a s = (4m -f-3)— > 






d'aillcurs a peut la etre d'une valeur quelconque. 
30. Developpemcnt dez52{z). — Gonsiderons 



[2) + v(2) 

Les infinis de la fonction, qui sont doubles, out pour expression 



z =znfj} H h 2m&) . 

2 



II n'y en a aucun a I'interieur de la bande GG'HH', GG' (Jig. 5 ) pas- 
Fig. 5. 



sant au point z = — aco' et HH' au point z = o\ on aura dans cette 
bande 

/ '\ ^~1 »«*» 



p=z-» 



d'oii 

I ujAz-] je ^ az = oiyApf p<o 



MRMOIRES SUE LES FOUGTIOirS ELLIPTIQUES, ETC. 4^3 

Soit/> <o. Alors rint^gration se fera par le^ infinis (mod. 7 <i) qui 
donne ^ = - + 2m(k)\ en prenant m = o, r, 2^ 3,.... En posant 



Gt) 



z = — h 2mw' -h z', on obtient 
2 



d'oii pour TiDtegrale 
puis 



Soit en second lieu /> > o. Alors le module de 9 etant < i, il faudra 
prendre les infinis qui r^pondent km = — i, —2,... et, les integra- 
tions se faisant en sens contraire des pr^cedentes, il s'ensuivra 






de sorte que 









= ^*-^FS^2/^(-'^^ T^^p 



g 

p = 
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on a d'ailleurs, comnie pour w^f^ 4- —]) 






— "__L r 



1 /'"•^'' rfz 



X'(2)' 



(lone 



A' - i _ -i- r 



" dz 



X=(2) 



c'est-a-dire que, pour la bande qui va du point z=— 2(t)'kz = o, 



11= « 






et pour la bande qui va de z = a 2 = — » 



, . I I f^-^'^ rfz 167:' V*/ A» f'-^^''' /^TTZ \ 



puis 



p=i 

- I sinp [^~ - (4ffH- 1 )rpj I 
pour la bande comprise de :; = 2ma)' a z = 2m w' H 



MEMOIRES SUR LES FONCTIOJfS ELLIPTIQIIES, ETC. 4^^ 

31. Devehppement de fs^{z). — Soit 






A ' I — V 2) 



Les infiDis de cette fonction ont pour expression 

z = nw -I- 2m&)'- 

Gonsiderons la bande qui s'eteod de — 201)' a zero. On aura dans cette 
bande 

/ A w-^ it: St 

d'oii 

Soit/><o. L'integration se fera par les infinis qui repondent a 
w = o, I, 2,..., et i'on trouve 

. i67r*/> 1 

le module de 9 etant < 1 . 

Soit/>> o. Alors les infinis a prendre repondent ^/n = — i, — 2,..., 
et, eu egard au sens contraire des integrations, on a 






de sorte que 






167:* V' flVe' - -|-€? - 






*<r "67^' V fi-+-Q^P 27rz . . 27:a\ 
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On a d'autre part 






Pour la bande qui s'elend dez = k 2 = — > on aura 



'^^^i-p-^j 



«-♦-»> rfz 









0) , , . . X W 



et pour celle qui va de z = {/\m — 3) — az= (4^^4-1)— 1 



'"''^-p~kX 



«+« rfz 



A*' 






par suite 



ce qui ramene a la relation 



MEMOIRES SCR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4^7 

Les irois constantes Ao, A'^,, A'^, relatives aux d^veloppements prece- 
dents de rSf (z), t72(z), ^1^3(2), sont liees par les relations 

A.fr-4-A;A^=i, a.-4-a;a^=a-, a'.-a';*:^^. 

On connait (Traite de MM. Briot et Bouquet, Hv. lY, n** 161) la for- 
mule 



Elle donne 



»-r"^=*-='^'»'-^^^]: 



et comme on a (Traite de MM. Briot et Bouquet, liv. lY, n^ 131) 

aTTZ 



« = - / sin* — 
log0,(2) = log — H-logsln^^-+- > logl I 7—-^ 



Gt) 
n=T 



il s'ensuit 

A.= e:(o); 

puis la formule v 

27r 



^•(')=-i^« 




H-a 

m = i 



ft=I J 



donnant 



0) 
tnz=i 



on a 

- yn = OB ______ m ^ » 



m = x m = I 



FIN DU TOME QUATRlfeME. 
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ERRATA. 



Page 145, ligne ao, au lieu de <p, [log ( x — a )]% lisez y, [ log [x — a )J". 

» ligne ^if au lieu de cp^, //5^z f,. 

» ligne a3, £ia lieu de [log (x — «)]'', lisez [log ( x — a)]". 

Page 299, ligne 2, en remontant, an lieu de les CBufs 6laient tons conlagionn^ en 
m6me temps qne f6cond6s, lisez les femelles mouraient rapidement remplies de vi- 
brions. 
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